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गांधी जी का जन्तर 


तुम्हें एक जन्तर देता हूं । जब भी तुम्हें सन्देह 
हो या तुम्हारा अहम्‌ तुम पर हावी होने लगे, 
तो यह कसौटी आजमाओ : 
जो सबसे गरीब और कमजोर आदमी तुमने 
। देखा हो, उसकी शकल याद करो और अपने 
(| दिल से पूछो कि जो कदम उठाने का तुम विचार 
कर रहे हो, वह उस आदमी के लिए कितना 
[६ उपयोगी होगा । क्या उससे उसे कुछ लाभ 
पहुंचेगा ? क्‍या उससे वह अपने ही जीवन और 
; भाग्य पर कुछ काब्‌ रख सकेगा ? यानि क्‍या 
|), ४ उससे उन करोड़ों लोगों को स्वराज्य मिल 
; सकेगा जिनके पेट भूखे हैं और आत्मा अतृप्त है ? 
तब तुम देखोगे कि तुम्हारा सन्देह मिट रहा 
है और अहम्‌ समाप्त होता जा रहा है। 


#7/. 2. 282 





अध्याय 8 


ज्याभिति की मौलिक संकल्पनाएं 


8.। ऐतिहासिक परिचय 
शब्द ज्यामिति' यूनानी भाषा के दो शब्दों जियो (7८०) और 'मेट्न (#2/०४) से बना है। 'जियो' का 
अर्थ है, पृथ्वी या भूमि और 'मेट्रन' का अर्थ है, मापना'। इस प्रकार ज्यामिति के उद्गम को मानव 
सभ्यता के विकास के उस काल से जोड़ना होगा, जब मनुष्य को सर्वप्रथम अपने भूमि-क्षेत्रों को नापने की 
आवश्यकता पड़ी थी। सम्भवत: मिम्न निवासियों ने सर्व-प्रथम ज्याभिति का अध्ययन किया था। उनकी 
रुचि मुख्यतः क्षेत्रमिति की समस्याओं में थी, जैसे त्रिभूज, आयत आदि रेखीय आकतियों का क्षेत्रफल 
ज्ञात करना। इस के पश्चात्‌ बैबीलोन निवासियों ने भी भिन्‍न-भिन्‍न रैखिक आकृतियों के क्षेत्रफल ज्ञात 
करने की समस्या का अध्ययन किया और कुछ विशेष आकृतियों के क्षेत्रफल ज्ञात करने के सत्र निर्धारित 
किए। ये सूत्र बेबीलोन निवासियों के पुराने गणित शास्त्र रिहण्ड पेपिरस (२॥॥0 7४७०/४४5) (650 
ईसा पूर्व) में उपलब्ध हैं। मित्र और बेबिलोन निवासियों, दोनों ने ही, ज्यामिति का अधिकांश प्रयोग 
व्यवहारिक कार्यों के लिए ही किया तथा उसको एक क़मबद्ध विज्ञान के रूप में विकसित करने के लिए 
बहुत कम काम किया। | 

हड़प्पा और मोहन्जोदड़ो (जो दोनों अब पाकिस्तान में हैं), लोथल (ग॒जरात में) और कालीबंगन 
(राजस्थान में) में हुई खुदाइयों से ज्ञात होता है कि प्राचीन भारत में 2500 ईसा पूर्व से 750 ईसा पूर्व की 
काल अवधि में, एक बड़े क्षेत्र में, एक विकसित सभ्यता फली फूली। इस क्षेत्र का विस्तार, उत्तर में 
पण्ज़ाब और उत्तर प्रदेश और दक्षिण में नर्मदा के मुहाने तक था। ये लोग, नगर की योजना बनाने, 
गोदी, सड़क और स्वच्छता संबंधी स्थलों को बनाने में निपण और वास्तुकला में काफी कुशल थे। इन 
स्थानों पर पाये गए, मिट्टी के बर्तनों पर ज्यामितीय आकृतियां, जैसे प्रतिच्छेदी वृत्त, अर्धगोले, खुदी हुई 
पाई गई हैं। इससे स्पष्ट होता है कि उन्हें ज्यामिति का ज्ञान था, परन्तु हमारे पास ऐसे प्रमाण नहीं हैं, 
जिन से हमें इस बात का पता लग सके कि उनका ज्यामिति ज्ञान कितना था। 

भारत में वैदिक काल में ज्यामिति का उद्गम वैदिक पूजा के लिए आवश्यक, भिन्न-भिन्न प्रकार 
की वेदियों और अग्नि-कण्डों के निर्माण कार्य से हुआ। बेदी बनाने में आवश्यक माप करने के लिए एक 
रस्सी, जिसे 'सुल्व' कहते थे, का प्रयोग करते थे। 800 ईसा पूर्व से 500 ईसा पूर्व तक की रचित सुल्व सूत्रों 
(87[08 57॥89) में वैदिक ऋषियों के ज्यामिति के ज्ञान के बारे में बहुत अधिक सूचनाएं हैं। बौद्धायन 


]60 गणित 


सुल्व सूत्र (लगभग 800 ईसा पूर्व) में, जो इन सभी सत्रों में सब से पुराना है, तथाकथित पाइथागोरस 
प्रमेय का स्पष्ट वर्णन मिलता है। सुल्व सूत्रों में उल्लेखित रचना विधियों से पाइथागोरस प्रमेय की 
उपपत्ति मिल जाती है। सुल्व सूत्रों में, भिन्न-भिन्न प्रकार की रैखिक आकृतियों के क्षेत्रफल ज्ञात करने 
के सूत्र भी हैं। । | 

ज्याभिति का प्रह ज्ञान, मिस्र निवासियों से युनानियों तक पहुँचा। ऐसा जान पड़ता है कि मिलेटस' 
नामक एक नगर के व्यापारी थेल्स (640 ईसा पूर्व से 546 ईसा पूर्व तक) ने अपने यौवन काल में बहुत 
धन एकत्रित कर लिया और उसके पश्चात्‌ अपना समय पर्यटन और अध्ययन में व्यतीत किया। एक 
बार जब वह मिस्र में यात्रा पर था, तो उसमें ज्यामिति के प्रति रुचि उत्पन्त हो गई। यूनान वापिंस आने 
पर, उसने अपने मित्रों को ज्यामिति सिखाई। पाइथागोरस (580 ईसा पूर्व-500 ईसा पूर्व) थेल्स के शिष्यो 
में सबसे अधिक प्रसिद्ध था। उसने ज्यामिति के बहुत से महत्वपूर्ण तथ्यों को सिद्ध किया। 

यूक्लिड (लगभग 300 ईसा पूर्व) एक अन्य स॒प्रसिद्ध यूनानी गणितज्ञ था। इसे ज्यामिति का पिता 
भी कहा जाता है। उसने ज़्यामिति के अध्ययन में एक नई विचार धारा का शुभारम्भ किया। यूक्लिड ने, 
ज्यामिति के तथ्यों को नियमनिक तर्क (0७000४५८॥९४5०ांप््ठ) द्वारा सिद्ध करने की विधि आरम्भ की। 
इस विधि में, क॒छ स्पष्ट तथ्यों को, बिना प्रमाण के, अभिगृहीत या स्वयं सिद्ध (/४0778) मान लिया 
जाता है और फिर अन्य पूर्व प्रमाणित तथ्यों के आधार पर, प्रत्येक नये तथ्य को सिद्ध किया जाता है। 
यूक्‍्लिड का ज्यामिति पर किया गया यह विशाल कार्य, एलीमेन्ट्स (8।८॥४॥8) नामक ग्रंथ के तेरह 
खंडों में प्रकाशित है। 

भारत के ज्यामितिविदों में, हमें ब्रह्मगृप्त (जन्म 598 ई०) का उल्लेख, जिन्होंने चक्रीय चत्‌र्भुज 
का क्षेत्रफल, उसकी भुजाओं और अर्द्धपरिमाप के रूप में ज्ञात किया, भास्कर ॥ (जन्म 8[4 ई०) का 
जिन्होंने पाइथागोरस प्रमेय की उपपत्ति विच्छेदन विधि द्वारा दी और आर्यभट्ट (जन्म 476 ई०/ का 
जिन्होंने समद्विबाहु त्रिभुज के क्षेत्रफल का तथा पिरैमिड (9४770) के आयतन का परिकलन किया 
और पिरैमिड का निकटतम सन्निकट मान प्राप्त किया यहाँ उल्लेख कर देना आवश्यक है। 


8.2 ज्यामिति के अध्ययन का महत्व 


एक तल में बिन्दुओं , रेखाओं, कोणों, त्रिभुजों और अन्य आकृतियों के सम्बन्ध में बहुत से तथ्य आपने 
पहले ही अपने प्रयोगात्मक कार्य के द्वारा अनुभव किये हैं। उदाहरण के लिए, आप जाननते हैं कि: 
], एक तल में दो भिन्‍न रेखाएं या तो समांतर होती हैं, या केवल एक बिन्दु पर प्रतिच्छेद करती 
हैं। 
2. यदि दो समांतर रेखाएं, एक तिर्यक रेखा द्वारा प्रतिच्छेदित हों, तो संगत कोण बराबर होते हैं। 
3. त्रिभुज के तीनों कोणों का योगफल दो समकोण होता है। 

आप ने उन स्थितियों का भी अध्ययन किया है, जिन में दो त्रिभुज सर्वांगसम होते हैं। इन के 
अतिरिक्त, समांतरचतुर्भुजों, आयतों और उनके क्षेत्रफल सम्बंधी कुछ तथ्यों से भी आप परिचित हैं। 
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आपने अपने प्रयोगात्मक कार्य द्वारा, ऐसे कछ तथ्यों की जानकारी प्राप्त की है, जिनके महत्व के 
बारे में, आप को यथार्थ से अवगत कराना वांछनीय होगा। 

सब से पहले, यह बताना आवश्यक है कि आप को इन सभी तथ्यों की जानकारी होना आवश्यक 
क्‍यों है। अपने भावी जीवन में, आप में से बहुतों को, ऐसी स्थितियों का सामना करना पड़ सकता है जिन 
में ज्यामिति का ज्ञान बहुत उपयोगी ही नहीं, बल्कि अनिवार्य होगा। उदाहरण के लिए, आप में से 
इंजीनियर, तकनीकीविद और वैज्ञानिक बनेंगे। वे अनुभव करेंगे कि यह सभी जानकारी उनके लिए 
उपयोगी ही नहीं अपितु अपरिहार्य है। 

दूसरी बात समझने की यह है कि अभी तक जिन तथ्यों का अनुभव आपने किया है उन्हें केवल 
आकृतियां बनाकर और रेखाखंड तथा कोण आदि माप कर ही किया है। निस्संदेह, आप आकृतियां 
बनाने जैसे कार्य को सदैव नहीं कर सकते, क्योंकि नये नये तथ्यों की जांच करना और उन सब 
को याद रखना एक कठिन कार्य होगा। दूसरी ओर, आपका कार्य सरल हो जाएगा, यदि इन में से कुछ 
आधारभूत तथ्यों को सत्य मानकर, आप अन्य तथ्यों को उनसे तर्क द्वारा सिद्ध करना सीख लें। इन 
आधारभूत तथ्यों को, जिन को बिना प्रमाण के सत्य मान लेते हैं, अभिगृहीत (35४095) कहते हैं। कई 
बार अभिगुहीत अंतर्ज्ञान द्वारा स्पष्ट होते हैं। 


एक गुणधर्म अथवा परिणाम को तभी सत्य मान लेंगे यदि इन अभिगुहीतों पर आधारित तर्क से 
हम उस का निगमन कर सकें। इस प्रक्रिया को, गुणधर्मों या परिणामों का सिद्ध करना कहते हैं और इस 
प्रकार सिद्ध किए गए परिणामों को 'प्रमेय कहते हैं। 

अब आप ज्यामिति के इन प्रमेयों को सिद्ध करना सीखेंगे। आगे के अध्यायों में, हम इस बात का 
प्रयत्न करेंगे कि इन प्रमेयों और उनके प्रमाणों को एक स्वाभाविक और तर्क संगत क्रम में प्रस्तुत करें 
जिससे आप उन्हें अधिक अच्छा समझ सकें और उनकी विशेषता का अनुभव कर सकें। 


8.3 बिन्दु, रेखा और समतल 


रेखागणित में तीन मौलिक संकल्पनाएँ हैं। ये हैं, बिन्दू, (00॥॥/) रेखा (॥०) और त्मतल (एक्षा८) | हम इन 
तीन संकल्पनाओं की परिभाषा देने का प्रयत्न नहीं करेंगे क्योंकि इन्हें ठीक-ठीक से परिभाषित करना 
सम्भव नहीं है। किन्तु उदाहरणों की सहायता से इन संकल्पनाओं को हम समझ सकते हैं। कागज के एक 
पन्‍ने पर, बारीक पैंसिल द्वारा लगाया गया सूक्ष्म चिह्न, रेखागणित के 'बिन्द से बहुत ही मिलता जुलता 
है। जितनी अधिक बारीक पैंसिल होगी, उतना ही यह चिह्न रेखागणित के बिन्दु के अधिक अनुरूप 
होगा। 

किसी चिकनी (॥॥000॥) दीवार की सतह, कागज के एक पन्‍ने की सतह अथवा चिकने ब्लैक बोर्ड 
की सतह ज्यामिति के एक '_मतल के मिलते जुलते उदाहरण हैं। किन्तु ब्लैक बोर्ड की सतह और दीवार की 
सतह अथवा कागज के पन्‍ने की सतह सीमित है, परन्तु ज्यामिति का तल दिशाओं में अनन्ततः फैला है। 
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आप ने बहुत बार अपनी कापी के एक पृष्ठ पर, रूलर और पैंसिल की सहायता से रेखाएं खींची हैं। 
कापी के एक पृष्ठ पर, बारीक पैंसिल और रूलर द्वारा खींची गई रेखा, ज्यामति की सरतर रेखा 
(४0धंशा। ॥76) का एक बहुत मिलता जुलता उदाहरण है। संक्षेप में हम, सरल रेखा' के स्थान पर 
केवल शब्द रेखा'का प्रयोग करेंगे। ज्यामिति की 'रेखा' दोनों ओर अनन्ततः चली गई है। इस बात का 
महत्व दिखाने के लिए हम कापी के पष्ठ पर या ब्लैक बोर्ड पर खींची गई रेखा के दोनों सिरों पर, एक तीर 
का संकेत बना देते हैं; जैसा कि नीचे की आकृति में दिखाया गया है 








आकति 8.] 


बिन्दु, रेखा और समतल के यथार्थ उदाहरण प्रकृति या संसार में पाना सम्भव नहीं। ज्यामिति के 
'बिन्द', रेखा' और 'समतल' आदर्श संकल्पनाएं हैं। व्यावहारिक उद्देश्य से, इन संकल्पनाओं से काफी 
मिलते जुलते उदाहरणों का प्रयोग करना पर्याप्त होगा। 

एक समतल भी बिन्दुओं का एक समुच्चय है। हम केवल उस समतल को ही लेंगे जिसको यूनानी गणितज्ञ 
यूक्लिड (४0०४०) के नाम पर यूक्लिडियन समतल (67०॥0१6७॥ 0(976) कहा जाता है। इस पुस्तक में 
जिन रेखाओं का वर्णन होगा वे सभी विचाराधीन तल के उपसमुच्चय होंगे। अन्य आकृतियां भी जिन का 
वर्णन इस पुस्तक में किया गया है, बिन्दुओं के समुच्चय हैं। ज्यामिति में हमारा अधिक संबंध इन 
समुच्चयों के गणधर्मों से होता है न कि इन संकल्पनाओं के यथातथ उदाहरण ज्ञात करने से। 

हमने ऊपर बताया है कि समतल, बिन्दओं का एक सम॒च्चय है और रेखा भी बिन्दओं का एक 
समुच्चय है। परन्तु, ये केवल समुच्चय मात्र नहीं हैं। ये बिन्दुओं कै विशेष समुच्चय हैं जिनके कुछ 
विशेष गुणधर्म हैं। आप इन गणधर्मो से धीरे-धीरे परिचित हो जाओगे। 


संकेतन : हम बिन्दुओं को अंग्रेजी वर्णमाला के बड़े अक्षरों, जैसे: 4, & ८; 2 (2 7, 2 ४ 2, इत्यादि से 
प्रकट करेंगे। हम रेखाओं को अंग्रेजी वर्णमाला के छोटे अक्षरों जैसे: | #, #, 9, 4, / इत्यादि से प्रकट 
करेंगे। 
8.4 बिन्दु और रेखाएं : आपत्तन गणधर्म 
यदि एक रेखा / और एक बिन्दु 7? दिये हों और /? € / अर्थात्‌ / रेखा / का एक अवयव हो तो हम कहते 
हैं; 

. /'रेखा। पर(स्थित) है या ? रेखा पर आपाती है या रेखा / बिन्दु / को आविष्ट करती है या रेखा 
!, बिन्दु # से होकर जाती है। 

इस से पहले कि हम बिन्दुओं और रेखाओं के आपतन सम्बन्ध के गणधर्मों (॥09०॥68 

7०0०॥08) का संक्षेप में वर्णन करें, हम चाहेंगे कि आप अपने अनुभव के आधार पर निम्नलिखित 
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प्रश्नों के उत्तर देने का प्रयत्न करें: ह 

. यदि एक बिन्दु # दिया हुआ हो, तो क्या कोई ऐसी रेखा है जो /” से होकर जाती हो? 
ऐसी कितनी रेखाएं हो सकती हैं? 

2. यदि दो भिन्‍न बिन्दु 4 और # दिये हुए हों, तो क्या कोई ऐसी रेखा है जो 4 और # 
दोनों से होकर जाती हो? 
ऐसी कितनी रेखाएं हो सकती हैं? 

3. यदि एक रेखा / दी हुई हो, तो क्या कोई ऐसा बिन्दु है जो / पर हो? 
ऐसे कितने बिन्दु हैं? 


4. 0 दो भिन्‍न रेखाए / और # दी हुई हों, तो क्या कोई ऐसा बिन्दु है जो / और # दोनों पर 
? 


ऐसे कितने बिन्दु हैं? 
जैसा कि हम पहले बता चुके हैं, ज्यामिति के कछ कथनों को हमें अभिगुह्दीत के रूप में ग्रहण करना 
होता है। अत: हम निम्नलिखित तथ्यों को अभिगृहीत मान लेते हैं: 


आपतन अभिगृहीत 8. : एक रेखा पर अनन्त बिन्दु होते हैं। 

आपतन अभिगृहीत 8.2 : एक बिन्दु से होकर अनन्त रेखाएं जाती हैं। 

आपतन अभिगृहीत 8.3 : यदि 4 और # दों भिन्‍न बिन्दु हों, तो एक और केवल एक ही रेखा होती है 
जो दोनों बिन्दुओं को आविष्ट करती है। 


, ऊपर के अन्तिम अभिगुहीत से उस स्थिति में एक रेखा पूरी तरह से ज्ञात हो जाती है, जबकि उसके 
दो भिन्‍न बिन्दुओं की स्थिति का ज्ञान हो। इस कारण बिन्दुओं 4 और # से होकर जाने वाली 
रेखा को संकेत 4४ या रेखा .47 से प्रकट करते हैं। | 


टिप्पणी : अभिगहीत 8.3 के अनुसार समतल के दो भिन्न बिन्द एक अद्वितीय रेखा को पूर्णत 
निर्धारित करते हैं। अतः दो बिन्दुओं से गुजरने वाली रेखा पूर्णतः समतल में स्थित होती है, यह 
दर्शाता है कि समतल 'एकसा' (]8) है। यही कारण है कि हमने समतल के उदाहरण देते समय 
'चिकने' शब्द का प्रयोग किया था। 


परिभाषा: तीन या तीन से अधिक बिन्दुओं को सरेख (०00/7०87) कहते हैं, यवि एक ऐसी रेखा हो, जो 
उन सभी बिन्दुओं को आविष्ट करती हो। 


परिभाषा: तीन या तीन से अधिक रेखाओं को संगामी (००00०7८०४/) कहते हैं यदि एक ऐसा बिन्दु हो 
जो उन सभी रेखाओं पर हो। 
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समांतर रेखाएं, प्रतिच्छेदी रेखाएं 
आइए पंहले उल्लेख किए गए निम्नलिखित चौथे प्रश्न की ओर ध्यान दें: 

'यदि दो भिन्न-भिन्न रेखाएं / और # दी हों, तो क्या कोई ऐसा बिन्दु है, जो / और # दोनों पर 
हो? ऐसे कितने बिन्दु होते हैं?' 


पा आस 
<---+_न-----++-+ 
(0) () 
आकृति 8.2 


अपने अनुभव से हमें ज्ञात है कि दो रेखाओं / और % का एक उभयनिष्ठ बिन्दु हो भी सकता है और 
हीं भी हो सकता। वास्तव में प्रश्न अब यह हो' जाता है कि क्या इन भिन्‍न रेखाओं के एक से 
अधिक उभयनिष्ठ बिन्दु हो सकते हैं? हम जानते हैं, कि आप का उत्तर निश्चित ही 'नहीं' होगा। अब 
यह देखिए कि क्या आप अपने उत्तर की पुष्टि कर सकते हैं? इसके लिए आप को यह दिखाना है कि दो 
रेखाओं का एक से अधिक उभयनिष्ठ बिन्दु नहीं होगा। 

यदि हम यह मान लें कि इन दो रेखाओं के दो बिदु उभयनिष्ठ हैं, तो क्या होगा? इससे हम एक 
अंतर्विरो ध का निगमन करेंगे, अर्थात्‌ एक कथन जो सत्य भी है और नहीं भी, अथवा ऐसा कथन जो 
किसी सत्य कथन का निषेध कथन हो। और वस्तुतः यही, आप के उत्तर की उपपत्ति होगी। 


प्रमेय 8. 
दो भिन्‍न रेखाओं का एक से अधिक उभयनिष्ठ बिन्दु नहीं हो सकता। 


दिया है: दो भिन्‍न रेखाएं ! और # 

सिद्ध करना है : ! () # अधिक से अधिक एक बिन्दु आविष्ट करता है। 

उपपत्ति:_ मान लीजिए [ / # दो भिन्‍न बिन्दुओं 9 और (0 को आविष्ट करता है। 
तब रेखा / दो बिन्दुओं / और (2 को आविष्ट करती है। और 
रेखा # भी इन्हीं दो बिन्दुओं ।? और (2 को आविष्ट करती है। 
अतः अभिगुह्दीत 3 से | 5 का 
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यह तो एक अंतर्विरोध है, क्योंकि हमने माना है कि / # दो भिन्न रेखाएं हैं। 
अतएव हमारी कल्पना असत्य थी। 
अतः / 7 # अधिक से अधिक एक बिन्दु आविष्ट करता है। 


परिभाषा: दो ऐसी रेखाओं को जिनका तर्वनिष्ठ अरिक्त (707-०7700) हो, प्रतिच्छेदी रेखाएं कहते हैं। 
उनफे उभयनिष्ठ बिन्दु को उनका प्रतिच्छेद बिन्दु कहते हैं। 


परिभाषा: एक समतल की दो रेखाओं को अर्थात्‌ दो एक समतलीय रेखाओं को जिन का सर्वनिष्ठ रिक्त 
हो, बमांतर रेखाएं कहते हैं। 


समांतर अभिगृहीत (?#%श्रीश॑ 4 चांणा) 


आप जान गये होंगे कि एक समतल की दो रेखाएं समांतर होंगी यदि वे प्रतिच्छेद न करें। 

अब हम एक प्रश्न करते हैं कि वस्तुतः क्या समांतर रेखाएं होती हैं? मान लीजिए एक रेखा | और 
एक ऐसा बिन्दु ?? दिया हुआ है जो रेखा / पर नहीं है, तो क्या ऐसी रेखा खींचना सम्भव है जो / में से 
होकर जाये और / के समांतर हो? ऐसी कितनी रेखाएं खींच सकते हैं? अपने अनुभव से आप जानते हैं कि 
एक और केवल एक ही ऐसी रेखा है जो / से होकर जाती है और / के समांतर है। क्योंकि इस तथ्य को 
अन्य अभिगहीतों से सिद्ध करना सम्भव नहीं है, इसलिए, इस तथ्य को हम एक नया अभिगुहीत मान लेते 
हैं। 
अभिगृहीत 8.4 : यदि / एक रेखा हो और /? एक बिन्दु हो, जो / पर न हो, तो एक और केवल एक ऐसी 
रेखा होती है जो / से होकर जाए और / के समांतर हो। (आकृति 8.3) 


? पा 
औजऔऊल--_-_+_घ8/भ/ऊभआ+-++ >> 





्‌ 


बकजोत्+्3्5+्््तत3+_्तभमनकननन अज््ा+-5++-्+_+्+्प्+्+>ै 
आकृति 8.3 
टिप्पणी : समांतर अभिगुहीत में दो बातों पर विशेष बल दिया गया है। - 
0) / से होकर एक रेखा जाती है जो दी हुई रेखा / के समांतर है। 
(४) ऐसी केवल एक ही रेखा होती है। 
दूसरे तथ्य (अद्वितीयता) का भी विवरण एक अन्य रूप से भी कर सकते हैं जिसे प्ले 
फेयर-अभिगृहीत' (00एशि/'४ ४०॥) कहते हैं। जो इस प्रकार है: 
' दो प्रतिष्छेवी रेखाओं में से दोनों एक ही रेखा के समातर नहीं हो सकतीं। 
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प्रमेथ 8.2 


33 अमन अजब बी लीक शी 
- 
दो रेखाएं, जो एक ही रेखा के समातर हों, पा 
परस्पर समातर होती है। >> पल 
दिया है: एक समतल में ऐसी तीन रेखाएं ७०२८५ 2+++++5- नल 3-2 
४708 हैं कि | || ऋ# और#फ || # .. आकृति 8.4 


सिद्ध करना है :। || # 
उपर्पात्त मान लीजिए | # के समांतर नहीं है। 
तब / # एक अद्वितीय बिन्दु /? पर प्रतिच्छेद करती हैं। 
क्योंकि ! | # और / रेखा | पर है, 
 # रेखा # पर नहीं है। 
अतः रेखा # के बाहर स्थित एक बिन्दु / से होकर जाने वाली दो रेखाएं ! और # हैं; 
और दोनों # के समांतर हैं। 


यह असम्भव है। (समांतर अभिगुहीत) 
अतएव हमारी कल्पना असत्य है। 
अतः। || # 


टिप्पणी : किसी भी रेखा को स्वयं उसके समांतर समझा जा सकता है। इस तथ्य को उपरोक्त प्रमेय के 
साथ मिलाने पर हम कह सकते हैं कि यदि ! || # और # || #, हो तो । || # 
स प्रश्नावली 8. 


. तीन रेखाएं | #, # एक ही तल में हैं (आकुति 8.5)। यदि | » को प्रतिच्छेद करे, और 
४# || #, तो दिखाइए कि । और # प्रतिच्छेदी रेखाएं हैं। 


कै 
8००2 दे फ >क 


(१५ | 





गहन व टिकी जीश 27 कक दी जज. अर हिल बाज पक 





आकृति 8.5 
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2. आकृति 8.6 में, / और # दो प्रतिच्छेदी रेखाएं हैं तथा # || / और 4 | #। विखाइए कि 
7 और 4 भी प्रतिच्छेदी रेखाएं हैं। 

3. यदि रेखाएं 48, 4८, .4/0 और .47# रेखा / के समांतर हों तो बिन्दुओं 4, 8, ८, /2और 
# के बारे में आप क्या कह सकते हैं? 


8.5 रेखा के उप-समुच्चय-लम्बाई और मध्यवर्तिता 


परिभाषा : यदि एक रेखा / पर दो भिन्‍न बिन्द्‌ 4 और # दिए हों, तो रेखा के उस भाग को जिस 
के अंत्य बिन्दु 4 और 2 हैं, रेखाखण्ड 42 कहते हैं। 


न अनेक समा कान हनन जमकर मनन नम नाना विन मनन $ 


आकृति 8.7 
हम बहध्रा रेखाखण्ड 4. को प्रतीक 3& से प्रकट करते हैं। 


परिभाषा : एक बिन्दु ? को रेखा खण्ड 48 का आंतरिक बिन्दु (0० 90॥॥) कहते हैं यदि 
?€49 हो पर? न तो 4 हो और न # अर्थात्‌? 4 और / #*2 


टिप्पणी: यदि दो भिन्‍त बिन्दु 4 और # दिये हों तो एक अद्वितीय रेखा होती है जो 4 और # दोनों 
को आविष्ट करती है। इसलिए, इसका रेखाखण्ड ,49 जिस के अंत्य बिन्दु 4 और # हैं, पूर्ण रूप से 
इस रेखा को निर्धारित करता है। अत: जब हम रेखाखण्ड .48 या 49 लिखते हैं, तो रेखा को अलग 
से लिखने की आवश्यकता नहीं होती। कभी-कभी रेखाखण्ड 4४ को केवल संकेत 49 से प्रकट 
करते हैं जबकि संदर्भ से ही-अर्थ स्पष्ट हो जाता हो। 


ध्यान दीजिए कि 4> और #, एक ही रेखा खण्ड को प्रकट करते हैं, क्योंकि दोनों ही समान 
बिन्दु समुच्चय को दशती हैं। 


 अ्खीखिण्डों की सर्वागसमता 


यदि दो रेखाखण्ड दिये हुए हों, तो उनमें से एक रेखाखण्ड, दूसरे रेखाखण्ड से बड़ा या छोटा हो सकता है। 
यह भी हो सकता है कि वे दोनों समान आमाप (26) के हों। जब यह स्थिति हो तो हम कहते हैं कि वे 
रेखाखण्ड सर्वांगसम (०णाष्टाएथा० हैं। सर्वांगसमता की संकल्पना का वर्णन इस प्रकार कर सकते हैं: 
दो रेखा खण्ड 48 और ८70 सर्वांगसम होते हैं यदि एक रेखाखण्ड की ट्रेस कापी को दूसरे रेखा 
खण्ड पर अध्यारोपित करने पर वह उसे पूर्ण रूप से ठीक-ठीक ढक ले। 
संकेतन : यदि रेखाखण्ड ,48, रेखाखण्ड ८7) के सवांगसम हो तो हम लिखते हैं : 
47 5 ट9 या रेखाखण्ड 4.9 55 रेखाखण्ड ८70 या 48 55 ८70 
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सभी रेखाखण्डों के समुच्चय में सर्वांगसमता सम्बंध 


अध्यारोपण की रीति से हम सर्वांससमता को समझ सकते हैं और सर्वांगसम रेखाखण्डों के 
निम्नलिखित गणधर्मों को निर्धारित कर सकते हैं। 
, () यदि 48 5४ ८70 तो ८70 5 479 
(0) यदि 48 55 (7 और ८70 5 77 तो 48 5 /प्र 
().48 ५5 48 


रेखांखण्ड की लम्बाई 

हम रेखाखण्ड की लम्बाई ज्ञात करने के लिए एक अंशांकित रूलर या टेप का प्रयोग करते हैं। 
अपने अनुभव के आधार पर, आप रेखाखण्ड की लम्बाई के आधारभूत तथ्यों का संक्षेप में इस प्रकार 
वर्णन कर सकते हैं: 
] रेखाखण्ड लम्बाई अभिगृहीत 


प्रत्येक रेखाखण्ड की लम्बाई होती है। रेखाखण्ड की लम्बाई को, मीटर या उसके भागों में मापते हैं, जहां 
मीटर एक मानक रेखाखण्ड की लम्बाई है। 
प्रत्येक रेखाखण्ड की लम्बाई (मीटरों में) एक धन वास्तविक संख्या होती है। 


संकेतन : यदि रेखाखण्ड ४8 की लम्बाई 7 मीटर हो, तो हम लिखते हैं : 
/(49) >+ 7 )भी या495"/+मी 
| सर्वांगसम रेखाखण्ड लम्बाई अभिगृहीत ह 
दो सवांगसम रेखाखण्डों की लम्बाई बराबर होती है और विलोमतः दो रेखाखण्ड, जिनकी लम्बाई 
बराबर हो, सर्वागसम होते हैं। 
शा रेखाखण्ड योग अभिगृहीत 


यदि ८; रेखाखण्ड .48 का आंतरिक बिन्दु हो, तो 
/(48) 5 / (4८) + /(८8) (देखिए आकृति 8.8) 





खै (ट 8 
आकृति 8.8 
यह लम्बाई माप का एक गुणधर्म है जिस का प्रयोग हम रूलर को अंशांकित करने में करते हैं। 
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एए रेखाखण्ड रचना अभिगहीत 


यदि रेखा / पर एक बिन्द्‌ 0 दिया हुआ है और एक धन वास्तविक संख्या # दी हुई है, तो रेखा / पर हम 
0 के दोनों ओर ऐसे दो बिन्दु 7, 72 ले सकते हैं (आकुति 8.9) जिससे कि 
[(0700) 5 7 (07.) 5 + सेमी .. .. 


। «---+ से.मी .- -+७----3 से मी. ५०: 
रा 0 28 । 
आकृति 8.9 


टिप्पणी : ज्यामिति में प्रयोगात्मक कार्य के जलिए, हम मीटर के स्थान पर, सेंटीमीटर का प्रयोग 
लम्बाई की इकाई मान कर करेंगे। सेंटीमीटर, एक मीटर का सौवां भाग होता है। 


द्री 
परिभाषा : (दो बिन्दुओं के बीच की दूरी) : दो बिन्दुओं ? और (0 कें बीच की दूरी, उन को जोड़ने 
वाले रेखाखण्ड की लम्बाई होती है। 

हम / और 0 के बीच की दूरी को प्रतीक ८ (१ (0) या 72 से प्रकट करेंगे। 

परिभाषा से यह स्पष्ट है कि 4 (0 0) 2: 0तथा 4(8 2) 5८ 4(2, 2) और 4(० (0) 5 0 
होता है यदि और केवल यदि # -5 (0 हो। 
मध्यवर्तिता (82/9९९॥॥255) 
परिभाषा : (मध्यवर्तिता) : एक बिन्द्‌ ८' को दो बिन्दुओं.4 और के बीच स्थित (का मध्यवर्ती)कहते 


हैं, यदि 
() 4, 9 और ८! सरेख हों, और 
(0) 4८ + ८89 5 478 
रेखाखण्ड का समद्ि भाजक, सध्य बिन्दु 
परिभाषा : बिन्दु ॥/ को दिए हुए रेखाखण्ड 48 का मध्य बिन्दु कहते हैं, यदि ॥/, रेखायण्ड 48 का 
आंतरिक बिन्दु हो और 4॥/ -- ॥/8 (भाकृति 8./0) 
४ किक: 
आकृति 8.0 


रेखा »98 के अतिरिक्त मध्य बिन्द १ से होकर जाने वाली किसी भी रेखा को रेखाखण्ड 08 का 
-समद्रिभाजक (97४2207) कहते हैं। 
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किरण, अर्ध रेखा, रेखा पृथक करण 


|, 


<-..........+--+_#स्‍न्‍प्तततत्त+++++9३ौीौा+_++++++++ै 


॥& /ै छ 
आकुति 8.] 


परिभाषा: किरण (299): मान लीजिए रेखा / पर दो भिन्‍न बिन्दु 4 और # हैं। जैसा कि ज्ञात 
है रेखा / अंतहीन है। रेखा / के उत भाग को लीजिए जिसका केवल एक अंत्य बिन्दु. है और जो बिन्दु 
2 को आविष्ट करता हो। रेखा / के इस भाग को एक किरण कहते हैं: और इसे किरण 49 निखते हैं 
(आकृति 8.4) और प्रतीक 478 से प्रकट करते हैं। 

ध्यान दीजिए कि किरण .49 का प्रत्येक बिन्दु / ऐसा है कि / या तो .4 के साथ या # के साथ 
संपाती होता है या १ 4 और # के मध्यस्थ है या 8, 4 और / के मध्यस्थ है। 

दो बिन्दु ? और 0) बिन्दु.4 के.एक हीं ओरस्थित कहे जाते हैं, यदि , 4, /१ (2 सरेख हों और 0 
किरण ,4/? पर हो। 

यदि रेखा / पर बिन्दु ८ ऐसा हो कि ८, किरण 49 का बिन्दुन हो तो .4८, एक ऐसी किरण है जो 
लि 8 को आविष्ट नहीं करती। 

किरणें 489 और 4८; विपरीत किरणें कहलाती हैं यदि वे सरेख हों और उन का सर्वनिष्ठ केवल 
&/ ही, अर्थात्‌ केवल बिन्दु ४ ही दोनों किरणों का उभयनिष्ठ बिन्दु हो। 


परिभाषा : यदि .4, 8, ८ रेखा / पर ऐसे तीन बिन्दु हों कि 4, 8 और ८! के बीच हो और रेखा। पर 
से बिन्दू 4 को द्वटा वें तो रेखा के जो दो भाग बच रहते हैं, उनमें से प्रत्येक को एक अधरिखा (॥6|/॥8०) 
कहते हैं। (आकृति 8.2) 


+------_->-+..........०.- 


(ए हर छ 





आकृति 8.2 


ध्यान दीजिए कि अर्धरेखा 489 और किरण .48 में केवल यह अन्तर है कि बिन्दु 4 किरण.48 का 
सदस्य होता है, परन्तु यह बिन्दु अर्धरेखा 48 का सदस्य नहीं होता। 

तीन समुच्चयों, (4 ), अर्धरेखा 48, और अर्धरेखा .40 में से कोई भी दो समुच्चय असंयुक्त 
समुच्चय हैं और तीनों समुच्चयों का सम्मिलन स्वयं रेखा / ही है। 


परिभाषा: दी किरण या दो रेखाखण्ड या एक रेखाखण्ड और एक किरण, समांतर कहलाते हैं यदि उन 
को आविष्ट करने वाली रेखाएं समांतर हों। 
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8.6 अर्ध समतल (प्श्जा-शा०), समतल पृथक्‍करण 


परिभाषा: (अर्ध समतल) : यदि समतल ० में एक रेखा। दी हुई हो, तो समतल ८ के सभी बिन्दु, जो 
रेखा। पर नहीं हैं, समतल के दो असयुक्त (दाक्ष००( उप समुच्चय बनाते हैं। इन में से प्रत्येक भाग को 
अर्ध चमतल कहते हैं। रेखा !, दोनों अर्धतमतलों में से प्रत्येक का कोर है। (आकृति 8.3) 


८८7८८ ली 
तय 2 22 
अं 0 लक 
2 220 20, 8. १ 
हर पे री 
'न्क रका पट ५ 7 
लोक के 2 
०० 
हा 
्र 
आकृत्ति 8.3 


दोनों अर्ध समतलों में अंतर रखने के लिए यह आवश्यक हो जाता है कि प्रत्येक के बारे में 
एक-एक जात और बता दी जाए। 


संकेतन : रेखा / से बने उस अर्ध समतल को, जिस में बिन्दु ८” आविष्ट है, प्रतीक 
£ (९ ८) से प्रकट करते हैं। हर 
ध्यान दीजिए कि अर्ध समतल £ (( ८) में रेखा / का कोई भी बिन्वु आविष्ट नहीं है। 
' परिभाषा: दो बिन्दु/ और (2 रेखा/ के एक ही ओर स्थित कहे जाते हैं, यदि 7 (2 दोनों रेखा। द्वारा 
निर्धारित एक ही अर्ध समतल में हों। 


दो बिन्दु / और (2 रेखा / के विपरीत ओर स्थित कहे जाते हैं, यदि रेखा / द्वारा निर्धारित अर्ध 
समतलों में से, / एक में हो और (2 दूसरे में। 


. 8.7 कोण (#॥एष्टॉ९) 
कोण वह आकृति है जिसे एक ही आदि बिन्दु बाली दो किरणें बनाती प्र । 


परिभाषा : एक ही आदि बिन्दु वाली दो अतसरेख किरणों के 
प्म्मिलन को कोण कहते हैं। वि कलर] 

उन दो किरणों को जो कोण बनाती हैं, कोण की भुजाएँ (6/775)+ ४ 
कहते हैं, और उभयनिष्ठ, जादि बिन्दु को, कोण का शीर्ष (४०००) कहते हैं।. किति 8.4 
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संकेवन : दो किरणों 49 और ,4८' से बनाए गए कोण को (आकृति 8.4) प्रतीक 29.4 ८' या ८८4४ से 
प्रकट करते हैं। 
कईबार,सुविधा के लिए, “84८ को केवल ८4 से प्रकट करते हैं। परन्तु यह बात तब लागू नहीं 
होती जब शीर्ष 4 पर एक से अधिक कोण हों। 
और कई बार, सविधा के लिए ही, कोणों को 2, 22, ८3 आदि जैसे प्रतीकों से भी प्रकट करते हैं 
अहाँ प्रतीक , 2, 3 आदि को आकृति में शीर्ष के निकट और उनकी दो भुजाओं के बीच में प्रदर्शित करते 
(आकृति 8.85) / 


कोण का जश्यंत्तर ([ताह्ांण) 


यदि “8.4८ दिया हो, तो यह समतल को दो भागों में बांट देता है। आकृति 8.6 में, बिन्दु /; इन में से 
एक भाग में है और बिन्दु (2 दूसरे भाग में। 


22८८ ८. 2. 
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2222 
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आकृति 8.5 ह आकृति 8.6 


परिभाषा: (कोण का अध्यंतर): कोण9.4८! का अभ्यंतर, समतल के उन सभी बिन्दुओं का समुच्चय 
है, जो रेखा 4४ के बिन्दु ८ की ओर, और रेखा 4८! के बिन्दु 9 की ओर, स्थित हों। 


परिभाषा : (कोण का बहिर्भाग) : कोण 84८! का बहिभाग समतल के उन सभी बिन्दुओं का 
समृच्चय है जो न तो कोण 94८! पर हों और न ही उसके अभ्यंतर में हों। 

ध्यान दीजिए कि “8.4८',अभ्यंतर ८8.4८ और बहिर्भाग “8.4८2 तीन ऐसे समच्चय हैं कि इनमें 
हे प्रत्येक दो का सर्वनिष्ठ रिक्त समुच्चय है और तीनों का सम्मिलन पूरे समतल के बिन्दुओं का समुच्चय 

|| 

कोण के अभ्यंतर का एक महत्वपूर्ण गृणधर्म है 

यदि /),, 7; ८8.4८! के अभ्यंतर में स्थित दो बिन्द हों, तो रेखाखण्ड 7), ।१५, ८8.4८! के अभ्यंतर 
में आविष्ट होती है। 
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कारण हम कहते हैं कि किसी कोण का अभ्यंतर बिन्दुओं का अवमुब् समुच्चय (०णाएल 
82) है। 


सर्वांगसम कोण ((णाष्टाएशा। थ्ा2/९५) : दो कोण सर्वायसम होते हैं यदि एक की ट्रेस कापी दूसरे कोण 
पर अध्यारोपण करने से, उसे पूर्ण रूप से ठीक-ठीक ढक ले। 


संकेतन : यदि /89,4८' और ८7% सर्वांगसम हों, तो हम लिखते हैं ८84८ हद ८फाठ 
कोण का भाप : किसी कोण का माप ज्ञात करने के लिए हम एक प्रोट्रैक्टर का प्रयोग ठीक उसी प्रकार 
करते हैं जैसे कि किसी रेखाखण्ड की लम्बाई ज्ञात करने के लिए अंशांकित रूलर (या टेप) का प्रयोग 
करते हैं। आप कोणों के माप से संबंधित मुख्य तथ्यों का संक्षेप में इस प्रकार वर्णन कर सकते हैं: 
[. कोण माप अभिगृहीत : प्रत्येक कोण का एक माप होता है। एक मानक कोण के माप को , जिसे अंश 
(4४४/०८) कहते हैं, कोण माप का इकाई माना जाता है। 

अंशों में प्रत्येक कोण का माप एक वास्तविक संख्या 0 और 80 के बीच की होती है। 
टिप्पणी : जब किसी कोण की दोनों किरणें विपरीत दिशा हों तो हम इसे एक सरल कोण या ऋजु कोण 
कहते हैं और इसका माप 80" होता है। जब कोण की दोनों किरणें संपाती हों, तो हम इसे श॒न्य कोण 
कहते हैं और इसका माप 0" होता है। 


!ए सर्वांगसम कोण माप अभिगहीत : दो सर्वांगसम कोणों का माप बराबर होता है और विलोमत 
बराबर माप वाले दो कोण सर्वांगसम होते हैं। 


संकेतन : यदि “29,4८7 का माप + अंश हो, तो हम # ८8.4८' 5८5 #? लिखते हैं। 
टिप्पणी : इस प्रकार, अब दो सर्वांगसम कोण समान कोण कहलायेंगे। प्रायः हम # ८8.4 (/5॥* के 
स्थान पर ८24८ -- #? लिखते हैं। यदि # ८.479८' > # ८77क%' तो हम ८49८ > ८077 
लिखते हैं। 

गा कोण योग अभिगृहीत : यदि बिन्द्‌ & कोण 


८24८ के अभ्यंत्तर में हो, (आकृति 8.7), तो 
॥# ८9.4८ >+ # ८84८; + गा ८<.4८ 





' आकृति 8.7 
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यह कोण माप का एक गुण धर्म है जिस का प्रयोग प्रोट्रैक्टर को अंशांकित करने के लिए किया जाता 
है। 


[५ कोण रचना अभिगृहीत : यदि किसी समतल में, एक किरण 49 और एक वास्तविक संख्या + 
0 <+ < 80, दिये हुए हों, तो दो किरणों 4८0, और 4८.५ की रचना हम इस प्रकार कर सकते हैं, 
(आकृति 8.8) कि ८), ८; रेखा 48 के विपरीत ओर हों और ८8.4८] ++ ८84८५ - +* हो। 
कोणों के प्रकार : ऐसे कोण को, जिसका माप 90" हो, स्मकोण कहते हैं। 

ऐसे कोण को, जिसका माप 90" से कम हो, न्यूनकोण कहते हैं। 

ऐसे कोण को, जिसका माप 90९ से अधिक हो, अधिक कोण कहते हैं। 
सम्प्रक कोण, प्रक कोण : यदि दो कोण के मापों का योगफल 80* हो, तो « ई 
उन्हें सम्प्रक कोण कहते हैं। उदाहरण के लिए 727 और 08० माप वाले 
कोण सम्प्रक कोण हैं। 

यदि दो कोण के मापों का योगफल 90" हो तो उन्हें प्रक कोण कहते हैं। 
उदाहरण के लिए 50" और 407, माप वाले कोण पूरक कोण हैं। आकृति 8.8 
कोण समद्वि भाजक 
परिभाषा : यदि ८24८' दिया हुआ हो (आकृति 849), तो एक किरण 44% को <224८' का 


समद्विभाजक कहते हैं यदि बिन्दु 4 ८24८' के अभ्यंतर में हो और ८244 - /%४८' हो। 
इससे त्रंत यह पता चल जाता है कि यदि किरण 4.४, ८8.4८ का समद्विभाजक है, तो 


<94#2 -- ८४4८ -- जे ८840 





पा पा 


प्रश्नावली 8.2 
आकृति 8,89 
]. यदि 8 बिन्दुओं 4 और ८ के बीच में हो और .,4८' -- 0, #2' -- 6, तो 48“ का मान 
ज्ञात कीजिए। 
2. यदि दो बिन्दु 4 और / दिये हुए हों, तो इनसे कितने रेखाखण्ड निर्धारित होते हैं? 
3. हे 4, 2, ८' तीन सरेख बिन्दु हों, तो इन बिन्दुओं से कितने रेखाखण्ड निर्धारित होते 
4. यदि दो बिन्दु 4 और / दिये हुए हों, तो निम्न क्या हैं? 
0) अफ़ (/ (किरण विपरीत का 
' (४) अक ) (किरण विपरीत 4४) 
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5. 


6. 


बिन्दु ॥, ८8.4८ के अभ्यंतर में है। यदि ८9.42 - 70% 00 24 ८ 427 तो... 


“24८ का माप क्‍या है? 

निम्नलिखित माप वाले कोणों में से प्रत्येक के प्रक कोण का माफ़ ज्ञात कीजिए 

6) 22०... () 63०. हा) 457... 69) 75% 

एक कोण का माप, अपने परक कोण के माप से 47 अधिक है। इस कोण का मांप क्या 
है? 

एक कोण का माप अपने सम्पुरक कोण के माप का दुगर्ना है। इस कोण का माप बताईए। 


रे! 


अध्याय9 
कुछ कोण सम्बन्ध 
9. प्रस्तावनो क्‍ द ु 
आप जानते हो कि कोण वह आकृति है जो उभयनिष्ठ आदि बिन्दु वाली दो किरणों से बनता है। व्यापक 


रूप में, एक आकृति में दो से अधिक किरणें या रेखाएं हो सकती हैं और इस प्रकार एक से अधिक कोण हो 
सकते हैं। 


कुछ आकृतियों में, उनके कोणों में कछ परस्पर सम्बन्ध हो सकता है; और किसी आकृति के कोणों 
के बीच के ऐसे सम्बन्धों का अध्ययन करना बड़ा ही श्रेचक होगा। 


9,2 आसन्‍न कोण (॥6]8०श॥ क्षा९!९५) और कोणों का एक रैखिक युग्म(4 ध€्शा' 
एथाा' 0 शा९2९५) 

आसन्‍न कोण : आकृति 9.] देखिए। आप देखेंगे कि तीन किरणें 04, 08 और 0८ का एक ही आदि 
बिन्दु 0 है। ये तीन किरणें दो कोण “400 और ८269 बनाती हैं, आप इन दो कोणों में क्या देखते 
हैं? उनका उभयनिष्ठ शीर्ष 0 है और उनकी एक उभयनिष्ठ भुजा 0८' है। और उन की अन्य भजाएँ 
04 और 08 रेखा 0८ की विपरीत दिशाओं में स्थित हैं। ऐसे कोणों को हम एक विशेष नाम देते हैं। 
परिभाषा : दो कोणों को आसनन्‍्न कोण कहते हैं, यदि 





0 छ 
आकति 9.] 


6) उनका एक ही शीर्ष बिन्द हो, 
(7) उनकी एक उभयनिष्ठ भजा हो, और 





आकृति 9.2 
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(४) एक कोण की दूसरी भूजा, उभयनिष्ठ भुजा के एक ओर हो, और दूसरे कोण की दूसरी भुजा 
उभयनिष्ठ भजा के दूरी ओर हो। (आकृति 9.) 
कोणों का रैख्रिक युग्म : आकृति 9.2 में, “402 और ८90८ निस्सन्देह दो आसन कोण हैं। कोणों 
की भुजाओं 24 और 09 को, जो उभयनिष्ठ नहीं है, देखने पर ज्ञात होगा कि 04, 08 दो विपरीत 
, किरणें हैं, या ये सरेख हैं। इन कोणों को भी एक विशेष नाम दिया गया है। 
परिभाषा : दो आसन्न कोणों को, जिन की भिन्‍न भुजाएं दो विपरीत किरणें हों, कोणों का रैखिक युग्म 
कहते हैं। 





अब नीचे की आकृतियों पर ध्यान दीजिए: 
हक 
(5 रा, 
0 हर 0 5] 
6) ().. 
आकृति 9.3 


इनमें से प्रत्येक आकृति में, /.,4(22' और ८८08 दो आसन्‍्न कोण हैं। आप माप कर आसानी से 
जांच कर सकते हैं कि आकृति 9.3 0) में ८40८ + ८८७४ < 80०", आकृति 9.3 (7) में 
८400+ ८८७४ > 80", और आकृति 9.3 () में ८400 + ८८७४ - 80* है। ध्यान 
दीजिए कि आकृति 9.3 (0) में कोणों का एक रैखिक युग्म है, जब कि 9.3 () और 9.3 (॥) में, कोणों का 
रैखिक युग्म नहीं है। 
इस प्रकार हमें दो आसन्‍न कोणों के बीच में एक महत्वपूर्ण सम्बन्ध प्राप्त होता है। 
यदि दो आसन्‍न कोण ८40८ और ८790८ रैखिक युग्म बनाएं तो 
८40८ + ८८७४ < 80 
और यदि दो आसन्‍्न कोण “40८ और “८७2४8 रैखिक यग्म न बनाएं, तो 
८40८ + ८८७४ # 80? 
' यह एक ज्यामितीय तथ्य है जिसकी हमने माप द्वारा जांच की है। इस ज्यामितीय तथ्य को पूर्व 
वर्णित अभिगुह्दीतों अथवा प्रमेयों द्वारा सिद्ध क्रिया जा सकता है। अतः हम इस नए ज्यामितीय तथ्य को 
एक अभिगुहीत मान लेते हैं। 
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अभिगृहीत 9. (रैखिक युग्म अभिगृहीत) 


यदि एक किरण का सिरा, किसी रेखा पर स्थित हो, तो इस प्रकार बने दो आसन्‍्न कोणों का योग 80० 
होता है। विलोमतः यदि दो आसनन्‍्न कोणों का योग 80० हो, तो उन की उभग्ननिष्ठ भूजा को छोड़ कर 
अन्य भूजाएं विपरीत किरणें होती हैं। 


टिप्पणी : आपको याद होगा कि यदि दो कोणों का योगफल 80" हो तो उन्हें सम्पूरक कोर्ण कहते 
हैं। इस परिभाषा का प्रयोग करके रैखिक युग्म अभिगृहीत का कथन इस प्रकार भी दे सकते हैं: 
दो आसनन्‍न कोण एक रैखिक कोण-युर्म होते हैं, यदि और केवल यदि वे सम्प्रक कोण हों। 


गणित। 


प्रश्नावली 9,| 


[. आकृति 9.4 में, 04, 08 दो विपरीत किरणें हैं। 
() यदि 9-5 75 हो, तो » का मान क्या है? 
() यदि » 55 0 हो, तो » का मान क्या है? 





आकृति 9.4 आकृति 9.5 


2, आकृति 9.5 में, “40८' और /#0८', एक रैखिक यग्म बनाते हैं। » का मान ज्ञात 
कीजिए 
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3, 





आकृति 9.6 में, “#१०/? और ८067९ एक रैखिक युग्म बनाते हैं। यदि ८ - 6 + 80 
तो ० और 8 का मान ज्ञात कीजिए! 


. यदि किरण 0८ रेखा 49 पर इस प्रकार खड़ी हो कि 40८ < /८67 (आकृति 


9.7) तो दिखाइए कि “40८ - 90० है। 


: आकृति 9.8 में, 04, 08 दो विपरीत किरणें हैं और ८400 + ८807) - 90", तो 


“८00 ज्ञात कीजिए। 


: आकृति 9.9 में, 00 ८#0८ का समद्विभाजन करता है, और 02, ८402८ का 


समद्विभाजन करता है, दिखाइए कि ८700 < 90० 


. किरण 08 ८409 का समद्विभाजन करती है और किरण 07/ 07 के विपरीत है। 


(आकृति 9.0) दिखाइए कि८7708 ८ /#24 


: किरणें 04, 08 0८, 00 और ०४ का एक सर्वनिष्ठ अंत्य बिन्दु 0 है। (आकृति 


9.]) दिखाइए कि ८4098 + ८802 + /८00+ /7007 + /704 - 3607 
[संकेत : किरण (08 के विपरीत एक किरण खींचिए।] 


० 
आकृति 9.8 आकृति 9.9 


आकृति 9.0 हम 


पे 9.] 
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#+क-ब.4+७० ०, 
रै 
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9, दिया हुआ है कि “40८ और ८७0 में से प्रत्येक एक समकोण है। (आकुति 9.2) 
दिखाइए कि 90८ एक रेखा है। 
0, आकृति 9.3 में 07, कोण 40८ को समद्विभाजित करता है, 08; कोण ८098 को 
समद्विभाजित करता है और 68 | 67। 
दिख्वाइए कि बिन्दु 4, 0, 2 सरेख हैं। 





८ प्र 9.2 


9.3 'शीर्षाभिमुख कोण 


मान लीजिए दो रेखाएं 48 और ८४) परस्पर 
बिन्दु 0 पर प्रतिच्छेद करती हैं जिनसे चार कोण 
बनते हैं। ८40८ और ८907, कोणों का एक 
युग्म है तथा ८4070 और /90८ कोणों का हि. 
दूसरा युग्म है। आकृति 9.]4 
८40८ और ८४07 की भुजाओं पर विचार कीजिए। हम देखते हैं कि 04 और 09 दो 
विपरीत किरणें हैं, और इसी प्रकार 0८ और 0/) भी विपरीत किरणें हैं। ऐसे कोणों के लिए एक विशेष 
नाम दिया गया है। 


परिभाषा : दो कोणों को शीर्षाभिम॒ख्॒ कोण (५७॥०श५ ०990थ8 ॥॥8९5) यरम कहते हैं यदि उत की 
भुजाए, विपरीत किरणों के दो यूग्म बनाएं। 


इस प्रकार ऊपर की आकृति में, शीर्षाभिमुख कोणों के दो युग्म हैं 
(0) ८400 और ८8070 
() ८2008 और ८400 





है 8 | 
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इन कोणों के प्रत्येक युग्म के कोणों के बीच के सम्बन्ध से आप पहले ही परिचित हो चुके हैं। यह 
कैसा सम्बन्ध है? इसे कैसे सिद्ध करेंगे? 

आप देखते हैं कि ८40८ ++ ८8070, यदि ८40८0 + ८८09 ८ ८४070 + ०09 हो। 
प्रत्येक पक्ष के कोणों का जोड़ क्या है? 80" , क्‍यों? जिस सम्बन्ध का आप ने अभी अनुमान किया है, 
उसे हम प्रमेय के रूप में उल्लेख करेंगे और सिद्ध करेंगे। 


प्रमेय 9. 
यदि दो रेखाएं परस्पर प्रतिच्छेद करें तो शीर्षाभिमृख कोण समान होते हैं। 
दिया है : रेखाएं 49 और ८0 परस्पर बिन्दु 0 पर प्रतिच्छेद करती हैं। (आकृति 9.5) 





आकृति 9.5 
सिद्ध करना है; () ८40८ ८ ८7009 
() ८802८ 5८ ८7004 


उपर्पत्ति:_ ५» किरण ८0) रेखा 47 पर स्थित है 
. ८400 + ८7009 ८ 800 (रैखिक युग्म अभिगृहीत) ... () 
» किरण 0.4, रेखा ८४) पर स्थित है 
“ ८4070 + ८406८ < 800 (रैखिक युरम अभिगुृहीत) ... (2) 


(रैखिक युग्म अभिगृहीत) () और (2) से प्राप्त होता है 
८4070 + ८0008 5८ ८4070 + ८40८ 
“ ८४40८ -- ८7008 '» (3) 
इसी प्रकार ८80८ - ८7204 '..,. (4) 


'उबाहरण 9.] यदिंदो परस्पर प्रतिच्छेदी रेखाओं से बने कोणों में से एक समकोण हो तो चारों कोणों में 
से प्रत्येक कोण, समकोण होता है। 


। - गणित" 
/82 की , ह 
हल : 


विया है: रेखाएं । और # परस्पर प्रतिच्छेद करती हैं और इनसे कोण ,2, 3 और 4 बनते हैं। 
और ८] -- 90" (आकृति 9.6)। 
सिद्ध करना है : 22 -- ८3 +- ८4 5 90 
[विश्लेषण : यह दिखाने के लिए कि “2 -- 90", 
क्या हम “] का प्रयोग कर संकते हैं? हाँ! 
८ + ८2 ८ 800 , (क्यों?) अतः /2 5 90? 
अब, /3 और ८] शीर्षाभिमुख कोण हैं।] 


उपपत्ति : ८ + ८2 5 80 (रैखिक लक अभिगुहीत) 
परन्तु ८! 5 90" (दिया है) 
८2 “5 80% -- 90९ 


अब ८3८ ८। 5 90* (शीर्षाभिमुख कोण) 
८4 -- /2 5 90९  (शीर्षाभिमुख कोण) 
अतः ८25 ८3 ८ ८4 +- 907 ग 





आकृति 9.6 ] 


परिभाषा : दो रेखाएं (किरणें या रेखाखण्ड) परस्पर लम्ब होती हैं यदि वे प्रतिच्छेद करें. और/एक 
समकोण बनाएं। 


प्रश्नावलीं 9.2 


।. रेखाएं / और #%, बिन्दु 0 पर प्रतिच्छेद करती हैं और कोण बनाती हैं जैसा कि आकृति 
9,7 में दिखाया गया है। 


यदि ४ -- 45, तो » 2 और ४ के मान बताइए। 
2. आकृति 9.]8 में, » का मान ज्ञात कीजिए। 


कुछ कोण सम्बन्ध 





५ आकृति 9.]8 


33» | 


3. आकृति 9.9 में, एक ही समतल्ञ में स्थित तीन रेखाएं एक ही बिन्दु पर प्रतिच्छेद करती 
हैं, और कुछ कोण बनाती हैं जैसा कि आकृति में दिखाया गया है। यदि ८ -- 50 और 
9 - 90 दिया है तो ८ ८ ० और / के मान ज्ञात कीजिए। 

4, आकृति 9.20 में, 0? और 00, क्रमशः ८90/0 और /40८ के समद्विभाजक हैं। 
दिखाइए कि 07 और 00 एक ही रेखा पर हैं। 





आकृति 9.9 
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9.4 दो रेखाओं के साथ तिर्यक रेखा द्वारा बनाए गए कोण 


यदि एक रेखा दो या दो से अधिक रेखाओं को भिन्‍न-भिन्‍न बिन्दुओं पर प्रतिच्छेद करे, तो उसे उन दी हुई 
रेखाओं की तिर्यक रेखा (॥9050०६४) कहते हैं। 


आकृति 9.2] में, 48 और ८१० दो रेखाएं हैं और उन्हें एक तिर्यक रेखा 7.0/ बिन्दुओं 2 और (2 
पर प्रतिच्छेद करती है। ये तीन रेखाएं, आठ कोण निर्धारित करती हैं; जिनमें से चार कोण बिन्दु ? पर 
और शेष चार कोण बिन्दु (2 पर हैं। आकृति में, इन कोणों की अपनी स्थितियों को देखते हुए इनमें से 
कुछ कोणों के युग्म बनाए जा सकते हैं। 

निम्नलिखित कोण युग्मों को संगत कोण युरम कहते हैं, 


(क) ८। और ४5 (ख) ८4 और 28 
(ग) ८2 और ८6 (घ) ८3 और ८7 
निम्नलिखित कोण यग्मों को एकान्तर अन्तः 

कोण यरम कहते : 

(क) ८3 और ८5 (ख) ८2 और ८8 
निम्नलिखित कोण युग्मों की क्रमागत अंत: कोण... 
युरम या तिर्यक रेखा के एक ही ओर के अन्तः 
कोणों का यरम कहते हैं : 

(क) ८2 और 25 (व) ८3 और 28 आकृति 9.2] 


जब भी एक तिर्यक रेखा दो अन्य रेखाओं का प्रतिच्छेद करती है तो उनसे बने कछ कोण यग्मों को 
हम पहचान सकते हैं और उनके विशेष नाम भी हम बता सकते हैं। सामान्यतः इन कोण-युग्मों के , 
कोणों के बीच कोई संबंध नहीं होता। परन्तु, यदि रेखाएं समांतर हों, तो प्रत्येक कोण युग्म के कोणों के 
बीच कुछ बड़े ही उपयोगी संबंध होते हैं। आपको अपने पहले किए गए प्रयोगात्मक कार्य से याद होगा: 
कि यदि एक तिर्यक रेखा, दो समांतर रेखाओं को काटती है तो 
() संगत कोण बराबर होते हैं, 
(0) एकान्तर अतः कोण बराबर होते हैं, तथा 
(४) क्रमागत'अंतः कोण संपूरक होते हैं। 
ः'रोक्‍्त प्रकथनों के विलोम आसानी से दिएं जा सकते हैं। वास्तव में, आप जब रूलर और 
सैटः“वेयर द्वारा, एक रेखा के समांतर दूसरी रेखा खींचते हैं, तो विलोम कथन का ही प्रयोग करते हैं। 


इस प्रकार, हम देखते हैं कि इन कोणों के बीच बड़े ही रोचक और उपयोगी संबंध होते हैं। क्या हम 
उन्हें सिद्ध कर सकते हैं? नहीं, क्योंकि दो समांतर रेखाओं की स्थिति पहली बार हमारे सम्मुख आयी है, 
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इससे पूर्व हम केवल प्रतिच्छेदी रेखाओं पर ही विचार कर रहे थे। अतः इसके लिए हमें एक नए ., 


अभिगृहीत की आवश्यकल्ा होती है। हम निम्नलिखित अभिगहीत ले सकते हैं। 


अभिगृहीत 9.2 [संगत कोण अभिगृहीत] | | 
यदि एक तिर्यक रेखा, दो समांतर रेखाओं को काटे तो संगत कोण समान होते हैं। विल्योम़्तः यदि एक 
तिर्यक रेखा दो रेखाओं को इस तरह काटे कि संगत कोण समान हों, तो दोनों रेखाएं समांतर होती हैं। 
“अब हम, समांतरे रेखाओं और उनकी तिर्यक रेखा से संबोधित अन्य तथ्य ज्ञात कर सकते हैं। 
प्रमेय 9.2 (क) 
यदि एक तिर्यक रेखा, दो समांतर रेखाओं को काटती है तो एकॉतर अंतः कोण समान होते हैं। 
दिया है: 49॥८7 | 
तिर्यक रेखा / 489 को /"पर और ८70 को (2 पर इस प्रकार काटती हैं कि एकांतर अंतः 
कोणों के युग्म बनते हैं 
८, ८2; और 23, ८4, (आकृति 9.22) 





हे आकृति 9.22 
सिद्ध करना है: ८] ८ ८2 और ८3 5 ८4 
उपपकत्ति: ८2८ ८5 हे (शीर्षाभिमुख कोण) 
और ८([ 5 ८5 . (संगत कोण अभिगहीत) 
अ& ८[5८2 आय ७७३०७ हा () । 
क्योंकि किरण /2 रेखा 48 पर स्थित है । 


४७ ८ न ८4 ८ 807 ॥' 
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. क्‍योंकि किरण (07 रेखा ८४0 पर स्थित है, 
/. ८2+ ८3 5 807 
४» ८] + ८4७ ८2 + ८३ 
परन्तु ८] 5 ८2 (ऊपर सिद्ध किया गया है) 
५ 23-८4 5 
अतः /] 5 ८2 और ८3 - ८4 
प्रमेय 9.2 (खरे) 
यदि एक तिर्यक रेखा दो समातर रेखाओं को काटती है, तो तिर्यक रेखा,के एक ओर के अन्तः कोण 
संपूरक होते हैं। 
दिया है: 42 ॥| (7 
तिर्यक रेखा / रेखा 483 को पर और रेखा ८7) को (2पर इस प्रकार काटती है कि 
तिर्यक रेखा के एक ओर दो युग्म निम्न बनते हैं: ८), 22 और ८3. “4, (आकृति 9.23) 





आकृति 9.23 


सिद्ध करना है :/] + ८2 5 80% और 
८3 + ८4 ८ 80० 
उपर्पत्ति: किरण (27 रेखा / पर स्थित है 
८2 + ८5 5 80९ (रैखिक युग्म अभिगृहीत) 
और ८] > ८5 (संगत कोण अभिगृहीत) 
८] + ८2 ८ 80% ... (॥) 
अब किरण /( रेखा 48 पर स्थित है, 
८ + ८3  80* (रैखिक युग्म अभिगुद्दीत) 


कुछ कोण सम्बन्ध ४ 87 


और किरण (27 रेखा ८70 पर स्थित है 
८2 + ८4 5६ 80९ (रैखिक युग्म अभिगृहीत) 
(८ + ८2 ) + (८3 + 24) 5 360 
क्योंकि ८। + ८2 5 80? 
८3 + ८4 5 ]807 .-« (2) 
अतः ८॥ + ८2 5 ]80 और ८3 + ८4 75 )80? 


प्रमेय 9.3 (क): (प्रमेय 9.2(क) का विलोम) : यदि एक तियक रेखा दो रेखाओं को इस प्रकार काटे कि 

एकांतर अंतः कोण-यूर्स के कोण बराबर हों, तो वे दो रेखाएं समांतर होती हैं। 

दिया है : एक तिर्यक रेखा ॥ दो रेखाओं 48 और ८५) को क्रमश: # और (पर इस प्रकार 
काटती है, कि 2) और ८2, एकांतर अंतः कोण-युग्म बनते हैं और ८] +- ८2 


(आकृति 9.24) 





आकृति 9.24 
सिद्ध करना है :.48 || (२0 
उपपत्ति : ८2 + ८३ (शीर्षाभिमुख॒ कोण) 
और ८] - ८2 (दिया है) 


८] 55 ८3 
इस प्रकार संगत कोण ८] और ८3 समान हैं। जा 
48 | ८7 (संगत कोण अभिगुहीत) , 
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द प्रसेय 9.3 (ख) (प्रमेय 9.2 (ख) का विलोम ) : यदि एक तिर्यक रेखा दो रेखाओं का इस प्रकार 
प्रतिच्छेव करे, कि तिर्यक रेखा के एक ही ओर के अतः कोणों को एक यूरस सम्पूरक हो, तो वे रेखाएं 
समातर होती हैं। 


दिया है : एक तिर्यक रेखा ६ दो सरल रेखाओं .49 और ८५४) का क्रमश: /! और (2 पर इस प्रकार 
। प्रतिच्छेद करती है कि 2! और ८2. तिर्यक रेखा के एक ही ओर के अग्तः कोणों का एक 
युग्म है और 2। + ८2 - 80" है (आकृति 9.25) 
सिद्ध करना: है 48 | ८४0 
उपर्पात्ति:.. क्योंकि किरण (//0 रेखा / पर खड़ी है 


८2 + ८3 < 80० | (रैखिक युग्म अभिगृहीत) 
और / + ८2 ++ 80* (दिया है) 
८ + ८2 5 ८2+ ८3 
या ८| 5 ८३ 
इस प्रकार, एक संगत कोण युग्म के कोण समान हैं। 
अतः 49 || (7 (संगत कोण अभिगृहीत) 





आकृति 9,25 आकृत्ति9,26 
उदाहरण 9.2 : आकृति 9.26 में, # || ४, और ८] +६ 65" हो, तो “5 और ८8 ज्ञात कीजिए 
हल: ८ 5 ८३ (शीर्षाभिमुख कोण) 
८3 5 ८8 (संगत कोण, # || ४) 
८] < ८8 
क्योंकि /] -- 65० (दिया है) 


<8 5 65" -« () 
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फिर ८5+८&8580९, ..' (रैखिक युग्म अभिगृहीत) 
८5 +.807" - ८8 2 हे ३ , ०6 45 
 80? - 65९ - ]]5० &. , 82) 


अतः ८28 65०, तथा 25 5 !5% का | 
उदाहरण 9.3 : आकृति 9.27 में, यदि 23 - 68" और ८7 - 8" हो, तो क्या # || #? 


हल: ८3 + ८4 5 80% ह (रैखिक युग्म अभिगृहीत) 
और ८3 -- 67 -. दिया है) 
८4 +5 80९ -- ८3 कुक 


<+ 80९ -- 6]९ + 9९ 
, अब 24 और ८7, एक संगत कोण यग्म बनाते हैं, ८4 ८ 97, ८7 - 8, 


अर्थात्‌ ८45 ८7 
». ॥.-# बल आओ (संगत कोण अभिगुहीत) 
; छ 
गा 2/व १ 
ल्‍्च 4 बात 4 






रैक कब बल 


आकृति 9.27 आकृति 9.28 


उदाहरण 9.4 : आकृति 9.28 में 48 || (70 और ,470 || ८४ हो, तो सिद्ध कीजिए कि 
८7048 < ८70८7 


उपपत्ति: 470 | 22 और 49 उनकी एक तिर्यक रेखा है। 
“८7248 + ८48८ - 80. (तिर्यक रेखा के एक ओर के अंतः कोण) ... () 
फिर 49 || (४0 और #८ एक तिर्यक रेखा है 
“ ८48८ + ८0८78 - 80" (तिर्यक रेखा के एक ओर के अन्तः कोण) ... (2) 
(!) और (2) से हमें प्राप्त होता*है 
4049 + ८492-८5 ८0८9 + ८49८ 
- ८7049 5 ८0८7 
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प्रश्तावली 9.3 


. आंकृति 9.29 में, यदि ८2 -- 20" और /5 - 60" हो, तो दिखाइए कि # || # 
"७. 2, आकृति 9.30 में, # || # और ८। और ८2, 3:2 के अनुपात में हैं। । से 8 तक के सभी _ 
कोण ज्ञात कीजिए। 


“ (ः 
कक 
पा 2 / ] छत * ॥ 
* आइये ध्ज्र 7 रच >े कम अल न दटम महबलिक बहन कक 2 
३० 4 


"4 









3 





ट आकृति 9.29 आकृति 9.30 
3. आकृति 9.3। में, दिखाइए कि 48 || झा 
4. यदि एक रेखा, दो समांतर रेखाओं में से एक पर लम्ब हो तो दिखाइए कि वह दूसरी रेखा 
पर भी लम्ब होगी। 
5, आकृति 9.32 में, 49 और ८५४0 दो समांतर रेखाएं हैं। 60 और शा. क्रमशः संगत 
कोणों 967 और 7प्राष्ट के समद्विभाजक हैं। दिखाइए कि 
0) ८#/99 ८ 0 (0) (किरण 60) || (किरण मा.) 
ै | 7: 





आकृति 9.3 आकृति 9.32 
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6. 
7. 


8. 


की 
कन्न 


9.5 तिभुज और उसके कोण: 


. भाकृति 9.34 में, ,# और ४ दो समतल दर्पण 


यदि दो समांतर रेखाओं को एक तिर्यक रेखा प्रतिच्छेदित करती हो, तो दिखाइए कि किसी 
भी एकांतर अंतः कोण-युग्म के कोणों के समद्विभाजक समांतर होंगे। | 
यदि दो रेखाओं को एक तिर्यक रेखा इस प्रकार प्रतिच्छेदित करे, कि संगत कोणों के एक 
युग्म के कोण-समद्विभाजक समांतर हों, तो दिखाइए कि वे रेखाएं समांतर होंगी। 

एक तिर्यक रेखा, दी गई दो रेखाओं को इस प्रकार प्रतिच्छेदित करती है कि तिर्यक रेखा के 
'एक ही ओर के अंतः कोण समान हैं। आकृति द्वारा दिखाइए कि उन रेखाओं का समांतर 
होना आवश्यक नहीं है। वह प्रतिबन्ध बताइए जिसके अंतर्गत वे रेखाएं समांतर होंगी। 


, यदि दो कोणों में, एक की भजाएं दूसरे कोण की भजाओं के क्रमश: समांतर हों, तो 


विखाइए कि वे दोनों कोण या तो बरांबर हैं या सम्प्ूरक (आकृति 9.33 


८ ९ 
/ की कं । 
है है आकृति 9.33 ” हि, 


, दो रेखाएं । और #, दो अन्य रेखाओं # और / पर, क्रमशः लम्ब हैं। दिखाइए कि यदि 


रेखाएं # और / परस्पर प्रतिच्छेद करती हों, तो ! और # भी परस्पर प्रतिच्छेद करेंगी। 


एक दूसरे के समांतर हैं। दिखाइए कि आपतित 
(700५९॥) किरण ८.4, परावर्तित (/४९०४0) 
किरण 879 के समांतर हैं। 

[संकेत : 472 | ४ और 80 ४, और इस 
प्रकार 47 || 90] .' 


आकृति 9.34 
पा] 


रेखाओं और कोणों का अध्ययन करने के 
पश्चात्‌ अब हम एक समतल में स्थित ऐसी 
आकृतियों पर विचार करेंगे जो दो से अधिक 
रेखाओं द्वारा बनी हों। इनमें त्रिभूज (॥2॥826) हे ह् 
सब से सरल आकृति है, (आकृति 9.35 आकृति 9.35 


9] 





92 | गणित 


..यथदितीन बिन्दु 4,8,८'सरेख न हों, तो रेखाखंड 4.8 8(' और ८4 एक त्रिभुज की रचना करते हैं 
जिसके शीर्षबिन्द.4, 9 और ८ हैं। रेखाखण्डों.48 89८' और ८4 को त्रिभूज की भूजाएं और कोण 94८: 
कोण 49८'और कोण 4८% (संक्षेप में, कोण .4, 9 और ८) को त्रिभुज के कौण कहते हैं। हम शब्द 

,._ त्रिभुज के स्थान पर प्रतीक “५ ”का भी प्रयोग करते हैं। इस प्रकार त्रिभुज 489८ को प्रतीक 048८ से 

प्रकट करेंगे। 


त्रिभुजों का वगींकरण या तो उनकी भुजाओं के आधार पर या उन के कोणों के आधार पर तीन 
प्रकार से कर सकते हैं। 
(क) भुजाओं के आधार पर त्रिभुजों का वर्गीकरण 
() ऐसे त्रिभुज को, जिसकी कोई भी दो भुजाएं बराबर न हों, विषम बाहु (5०४।०॥८) त्रिभुजकहते हैं। 
(0) ऐसे त्रिभुज को जिस की दो भुजाएं बराबर हों, समद्रिबाहु (8090865) त्रिभुज कहते हैं। 
(॥) ऐसे त्रिभुज को, जिस की तीनों भुजाएं, एक दूसरे के बराबर हों, सम बाहु (८पृर्णी॥८५]) त्रिभज 
कहते हैं 


(ख) कोणों के आधार पर त्रिभुजों का वर्गीकरण 
() ऐसे त्रिभुज को, जिसका प्रत्येक कोण न्यूनकोण हो, न्यून कोण त्रिभुज कहते हैं। 
(४) ऐसे त्रिभृज को, जिसका एक कोण समकोण हो, समकोण त्रिभुज कहते हैं। 
(0) ऐसे त्रिभुज को जिसका एक कोण 'अधिक कोण" हो, अधिक कोण त्रिभुज कहते हैं। 
अब हम, त्रिभुज के कोणों के बारे में, एक महत्वपूर्ण गुणधर्म ज्ञात करेंगे, जो यह है कि त्रिभुज के 
'क्रोणों का योगफल 80० होता है। 
प्रमेय 9.4 
..त्रिभुज के तीनों कोणों का योगफल 80" होता है। 
विया है; एक त्रिभुज 49८ (आकृति 9.36) 
सिद्ध करना है : ८। + ८2 + ८3 + 80? 
रचना : बिन्दु 4 से होती हुई 8८' के समांतर एक रेखा # खींचिए 


0! | 
हक हाराड- 


के 4 


छठ 0 आकृति 9.6 हु 
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उपपत्ति : क्योंकि 8८ || कर" 
»« ८॥ ८5 (एकान्तर कोण) 
और ८3 -- ८4 (एकान्तर कोण) 
“ ८ + ८3 5 ८4 + ८४5 दोनों पक्षों में “2 योग करने पर 
८] + ८3 + ८2 55 ८4 + ८5 + ८2 
परन्तु ८4 + ८2 + ८5 - 80० (रैखिक युग्म अभिगृहीत) 
« ८| + ८2 + ८3 ८ 80० 
अतः त्रिभुज के तीनों कोणों का योगफल 80" होता है। 


उदाहरण 9.5 : एक त्रिभुज के तीन कोणों में से, एक कोण सबसे छोटे कोण का दुगुना और दूसरा सबसे 
छोटे कीण का तिगूना है। सभी कोण ज्ञात कीजिए। 


हल; मान लीजिए त्रिभुज का सबसे छोटा कोण »? है, तो उसके अन्य कोण 20 और 3४7 
' होंगे। इस प्रकार 
४ नी 22 + 352 5८5 80 
555 30 


अतः त्रिभुज के कोण हैं : 30% 60९ 90९ 


उदाहरण 9.6 : आकृति 9.37 में, 499 और ८१४) दो समांतर रेखाएं हैं। तिर्यक रेखा /४” के एक ओर 
स्थित अन्त: कोणों के समद्धिभाजक बिन्दु पर परस्पर प्रतिच्छेद करते हैं। सिद्ध कीजए कि “पे 
एक समकोण है। 


उपपत्ति: /80/00 + ८700४0/ 5 80"(तिर्यक रेखा के एक ओर के अंत: कोण, 48 || ८४०) 









... (॥) 
अब क्योंकि किरण ॥४7 समद्विभाजक है त्ठ' का, दिया है 
22०23 
8्ग ८00४ डर 2 “<580/५४ ५ छा जल 
इसी प्रकार ८2४४ < हा ८700४ 


“ ८70/+ ८7४४४ 


्ः ञर ८9 + ञर 4900/ 


- 90% (॥) के प्रयोग से ... (2) आकृति 9.37 


परन्तु ८४४ + ८7४७४ + ८0४7४ ८ 80* . (तजिभुज के कोण) ... (3) ) 
(2) और (3) से ८0४7४ ८. 80? -- 90? 5 906 
“ ८747५ एक समकोण है। 


छ 
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प्रश्नावली 9.4 


. एकत्रिभुज 48८ में, /8 -- 05" और /2 - 50" है; “4 का माप,ज्ञात कीजिए। 
2. यदि एक त्रिभूज के कोण 2 : 3 : 4 के अनुपात में हों तो तीनों कोण ज्ञात कीजिए। 
3. क्‍या एक त्रिभुज में हो सकते हैं . 

() दो समक्ोण? (7) दो अधिककोण? 

(४) दो न्‍्यूनकोण? (४) प्रत्येक कोण 60" से बड़ा? ' 

(श) प्रत्येक कोण 60? से छोटा! (शं) प्रत्येक कोण 60“ का? 
प्रत्येक: में उत्तर की पुष्टि कीजिए। । 


5, ' एक त्रिभुज 49८ का कोण 4 समकोण है; और 47, । 8८ । सिद्ध कीजिए कि 
८247 + ८4८7 
6. आकृति 9.38 में, “49८' और /4८% के समद्विभाजक बिन्दु 0 पर परस्पर प्रतिच्छेद . 


करते हैं। सिद्ध कीजिए कि ८80८ ८ 90"+ ज- ८94८ 


7, आकृति 9.39 में, त्रिभुज 489८ की भुजाओं 48 और 4८! को क्रमशः ?? और (2 तक 
बढ़ाया गया है। ८279८ और “(2८7 के समद्विभाजक बिन्दु 0 पर परस्पर प्रतिच्छेद 


करते हैं। सिद्ध कीजिए कि “४0८0,- 90९ - तर ८8.40 


आकृति 9.38 
क्ति आकृति 9.39 
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8. आकृति 9.40 में (१५, ८7? का समद्विभाजक है और 7?7' । 0१, दिखाइये कि 
८एए जे (८2 - 47?) ;$ 

9. यदि दो समांतर रेखाओं को एक तिर्यक रेखा प्रतिच्छेदित करती हो, तो सिद्ध कीजिए कि 
अंतः कोणों के दो य॒ग्मों के समद्विभाजकों से एक आयत बनता है। 


__]0. आकृति 9.4] में, ऋ और # दो समतल दर्पण हैं जो परस्पर लम्ब हैं। दिखाइए कि 
आपतित किरण ८१4 परावर्तित किरण 870 के समांतर है। 





ण३ 





आकृति 9.40 





 > 9.4] 


खै 


9:6 त्रिभुज के बहिष्कोण 


परिभाषा: यदि व्रिभूज 490 की भूजा 9 को 

बढ़ा कर किरण 9।0 (आकृति 9.42) बना दें तो 
“4८7 को, त्रिभुज 48८! का शीर्ष ८ पर 
बहिष्कोण कहते हैं। / 





आकृति 9.42 छठे 


त्रिभुज 489८! के शीर्ष ८ पर बहिष्कोण 4८0 के सापेक्ष, /4 और /8 को सदर अंतः कोण 
(थाण6 गंक्षांणा 7865) या अंतः अभिमुख कोण (9707 ०00०आॉ8 8॥865) कहते हैं। 
अब, यदि किसी भुजा 9८ के स्थान पर, भुजा 4८ को किरण 4# तक बढ़ाया जाए, तो “98८४ 
भी 0 48८ का शीर्ष ८! पर बहिष्कोण है। क्योंकि “4८0 और /9८7 शीर्षाभिमुख कोण हैं, अत: 
पी बराबर होंगे। इसके अतिरिक्त, “4 और ८४8, बहिष्कोण “४८7 के सापेक्ष भी सदर अंत: 
णहैं। ह ५ 
क्‍ इस प्रकार त्रिभुज के प्रत्येक शीर्ष पर त्रिभुज के दो बहिष्कोण होते हैं और वे परस्पर बराबर होते 
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आगे दिये गए प्रमेय द्वारा, त्रिभुज के प्रत्येक बहिष्कोण को उसके सापेक्ष सुदूर अंतः कोणों के 
योगफल के रूप में प्रकट कर सकते हैं। 


प्रमेय 9.5 : यदि किसी त्रिभूज की एक भुजा बढ़ाई जाए 
तो इस प्रकार बना बहिष्कोण दो सुद्र अन्त: कोणों के 
योगफल के बराबर होता है। 


दिया है: 4478८ में [0 बढ़ाई गई भुजा 9 पर 
एक़ बिन्दु है जो बहिष्कोण ८4 
बनाता है। (आकृति 9.43) 





आकृति 9.43 


सिद्ध करना है : ८4 ++ ८2 + ८3 
उपर्पत्त: ८]+ ८2+ ८3 5 807 ( & के तीनों कोणों का योग) ... () 


तथा ८] + “4 - 80? (रैखिक युग्म अभिगृहीत) (2) 
() तथा (2) से ८! + ८2+ ८3 5 ८] + ८4 
« ८4 5 ८2+ ८3 


पटप्पणी : क्योंकि 2 + ८3 ८ “4 है इसलिए स्पष्ट है कि ८4 >> 22 तथा ८4 > ८3 से। 
इसका अर्थ है (आकृति 9.43) कि किसी त्रिभुज का कोई बहिष्कोण प्रत्येक सुदूर अन्त: कोण से बड़ा 
होता है। ऐसे परिणाम को जो एक प्रमेय से सगमता से प्राप्त हो जाए, उसे इस प्रमेय का उपप्रमेय 
(०००4५) कहते हैं। इसलिए हम निम्न उल्लेख करते हैं। 


उपप्रभेय :. किसी त्रिभज का बहिष्कोण सदैव किसी एक अभिमख अंतः कोण से बड़ा होता है। 


यह परिणाम प्रमेय 9.5 से सुगमता से प्राप्त होता है। हम कभी-कभी इसे बहिष्कोण 
प्रमेय कहते हैं। 


प्रश्नावली 9.5 


. ब्रिभुज का एक बहिष्कोण 0? का और एक सुदूर अंत: कोण 30" का है। त्रिभुज के 
अन्य कोण ज्ञात कीजिए। ह 

2, त्रिभुज 48८ की भुजाओं #८, ८4 और #8,4 को क्रमशः 2, 2 और / तक बढ़ाया 
गया है। (आकृति 9.44) यदि “4८70 - 00* और ८2047 ८ 35० तो त्रिभुजके 
सभी कोण ज्ञात कीजिए। 
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छ ९. छ आकृति 9.45 


आकृति 9.44 


3, आकृति 9.45 में, & .48८! की भजा 8८! को बढ़ा कर किरण #7?) बनाया है तथा 
८४ | 49। त्रिभुज के कोणों के योगफल सम्बन्धी प्रमेय का प्रयोग किए बिना सिद्ध 
कीजिए कि 

“4८70 5 ८4 + ८8 
और फिर निर्धारित कीजिए कि 
“4 +ने ८8 + ८८ 5 80? 5 
4. त्रिभुज 49८! की भुजाओं 7८; ८4 और 49 को क्रमानुसार बढ़ाकर बहिष्कोण 
“4८7) ८8,477 और ८८४7” बनाए गए हैं। दिखाइए कि 
“4८7 + ८2845 + ८८._7 55 360? 4 
5, त्रिभुज.48८' की भुजा 8८ को /2 तक बढ़ाया री है। 
“4 का समद्विभाजक 8८! से ।, पर मिलता है। 
(आकृति 9.46) सिद्ध कीजिए कि 
८492 + ८4८70 52 ८47.८ 


भा 


् ९ छ 
आकृति 9.46 
9.7 बहुभुज (उत्तल, सम)' 


परिभाषा: मान लीजिए कि (>> 3) के लिए। , ५, , ”१,, .... 2, एक समतल में भिन्‍न भिन्‍न बिन्‍्द 
हैं। यदि रेखाबरण्ड 7१.7९, /९./९, ..., /2,/९, ऐसे हों कि 
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() दो रेखाखण्ड अपने अंत्य बिन्दुओं को छोड़कर, किसी अन्य बिन्दु पर प्रतिच्छेद न करें, और 

(0) कोई दो रेखाखण्ड, जिन का एक उभयनिष्ठ अंत्य बिन्दु है, सरेख न हों, तो # रेखाखण्डों ' 
27, 7१/, ... #,?, के सम्मिलन को बहुभुज कहते हैं और बिन्दुओं /?,, /,, ..., /, को उसके शीर्ष 
बिन्दु कहते हैं। इसे 'बहभुज 77? ... /', से प्रकट करते हैं। 

जिन » रेखाखण्डों से बहुभूज बना हो, उममें से प्रत्येक को बहुभूज की भूजा कहते हैं। एक शीर्ष 
परं मिलने वाली दो भुजाओं से निर्धारित कोण को बहुभुज का कोण कहते हैं। 


टिप्पणी : यदि # 5 3 हो, तो बहुभुज का विशे #म है : त्रिभुज, और इसी प्रकार यदि # ८ 4 हो, 
तो बहुभुज का विशेष नाम है : चतुर्भज। [आकृति 9.47 () और (॥)] अन्य विशेष नाम इस प्रकार हैं : 


7 (६ए>४॥ 


(6) (#) (४) 


आकृति 9.47 


पंचभुज (४ 5 5) [आकृति 9.47 (॥] 
पट्भुज ४ ८ 6) [आकृति 9.47 (9५)] 
परिभाषा: एक बहुभूज/।९; ... ?, को उत्तर बहुभुज कहते हैं यदि बहुभुज की प्रत्येक भूजा के लिए 


बहुभूज के अन्य सभी शीर्ष, उस भुजा को आविष्ट करने वाली रेखा के एक ही ओर स्थित हों। आकृति 
9.47 में, (), (॥) और (५) उत्तल बहुभुज हैं जबकि (7) उत्तल नहीं है। 


टिप्पणी : आगे इस पुस्तक में हम केवल उत्तल बहुभुजों पर ही विचार करेंगे ; अतः इस अध्ययन में 
प्रत्येक बहुभुज का अर्थ उत्तल बहुभुज से होगा। 


:परिभाषा: यदि एक बहुभुज की सभी भृजाएं बराबर हों और उसके सभी कोण भी बराबर हो; तो ऐसे 
'बहुभूज को सम बहुभूज (#८४०/४7 70/207) कहते हैं। 
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चत्र्भूग का कोण योगफल गुणधर्म 


प्रमेय 9.6 : चत॒र्भज के चारों कोणों का योगफल 360" होता है। 


दिया है: चतुर्भुज 48८४0 (आकृति 9.48) 
सिद्ध करना है: ८4 + ८9 + ८८ + ८70 5८ 360९ 
रचना : विकर्ण .4८' खींचिए। 

उपपत्ति: हमें प्राप्त है 


“| " ८4 + ८6 5 80९ 
८2 + ८3 + ८5 + 80? 





आकृति 9.48... 8 


(त्रिभुज के कोणों का योग) 
(जिभुज के कोणों का योग) 


« (८] + ८2) + (८4+ ८3) + ८6 + ८5 ८ 360* 


या ८4 + ८8 + ८८ + ८४2 5 360९ 


उदाहरण 9,7 : सिद्ध कीजिए कि एक षट्भुज के सभी कोणों का योगफल 720" होता है। 


विया है: षटभुज 49८फ्राक 


सिद्ध करना है: /7.49 + ८498८ + ८8८70 + ८८7४+ ८0छ7+ ८724 ८ 720९ 


[विश्लेषण : आपने देखा है कि इसी प्रकार की एक स्थिति 
चतुर्भुज के कोणों की थी जिसमें चत्‌र्भज को 
दो त्रिभुजों में विभाजित करके, हमने इसी 
प्रकार की उपपत्ति दी है। उसी प्रकार, 4८१ 
420 और 47 को मिलाएं तो हमें चार त्रिभुज 


प्राप्त होंगे।] 
आकृति 9.49 
रचना : 475 470 और ,4८' को मिलाइए। हु 
उपपीत्ति : 6 4792८ में, “84८ + ८498८ + ८8८.4 5 380९ () 
& 470८ में, 2704८ + 24८70 + ८८०04 - 80? (2) 
& 470 में, “70.470 + ८4707 + ८77/4 ८ 80? (3) 


4 आधा में, /4क -+- /4का + ८4 ८ 80? 





(4) 
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(), (2), (3). और (4) को योग करने और पुनः समूह बनाने पर 

(८24८ + ८724८ + ८472 + ८/4/2) 

न॑ ८478८ + (८8८4 + ८4८7) + (८८774 + ८4778) 

न (८0704 + ८4777) + ८7४४4 5 720९ 

या /#49+ ८478८ + ८8#(77+ ८८705 + ८//7+ ८77४4 ८5 720९ 


टिप्पणी : यदि हमारे पास पंचभुज हो, तो हम इसे तीन त्रिभजों में बांट सकेंगे जैसा कि आकृति 9.50 
में दिखाया गया है, और इंसके अंतः कोणों का योगफल 3 »< 80* अर्थात्‌ 540 होगा। 
व्यापक रूप में, यदि हमारे पासग (॥ 223) ' 
भुजाओं का बहभूज हो तो हम उचित शीर्ष चुनकर (रि 
(॥ --2) त्रिभुजों में बांट सकते हैं इस प्रकार ॥ 
भुजावाली बहुभुज के सभी अन्तः कोणों का 


योगफल' (# - 2) »< 80% थे 
- (४ -- 2) »( 2 सम कोण न्‍् 
- (2# - 4) समकोण 
होगा। 
छठ ८ 
आकृति 9.50 
प्रश्नावली 9.6 


]. एक चतुर्भुज के तीन कोण 00", 48? और 92०" हैं। चौथा कोण ज्ञात कीजिए। 

2, चतुर्भज 49८9 में, कोण 4, 8, ८: 0: :2:3 : 4 के अनुपात में हैं। चतर्भज के प्रत्येक 
कोण का माप ज्ञात कीजिए। 

3. समषट्भुज के प्रत्येक कोण का माप बताइए। 

4, एक सम बहुभुज के प्रत्येक कोण का माप 08" है; उसकी भुजाओं की संख्या बताइए। 

5. सम बहुभुज की भुजाओं की संख्या ज्ञात कीजिए, यदि इसके प्रत्येक कोण का माप हो ' 
(क) 60" (ख) 435" (ग) 75"  (घ) 62९ 
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6. चतुर्भुज 48८70 की भुजाओं 9.4 और 72८ को बढ़ाया गया है जैसा कि आकृति 9.5 में 
दिखाया गया है। सिद्ध कीजिए कि 6& + 8 5 £+ » 





आकृति 9.5 

7, 429८77४ एक सम पंचुभुज है। पंचभुज के 24 का समद्विभाजक, भुजा ८7) को बिन्दु 
॥/ पर मिलता है। दिखाइए कि ८40#/८7 -- 90% 
[संकेत ! समपंचभुज का प्रत्येक कोण 08९ का है।] 


अध्याय 0 
सर्वांगसम त्रिभुज 


0.4 आकृतियों की सर्वांगसमता 
कंछ गणितीय वस्तुओं (आकृतियों) का उतके कुछ विशेष गुणधर्मों के आधार पर वर्गीकरण करना 
ग़णित॑ की एक आधारभूत समस्या है। ज्यामिति में आकृतियों का वर्गीकरण करने के लिए हम जिस सरल 
परन्तु मौलिक संकल्पना का प्रयोग करते हैं वह है सवागसमता। मोटे तौर पर, दो आकृतियां सर्वांगसम 
होती हैं यदि वे आमाप (४26) और आकार में समान हों। 

हमने (!) दो रेखा खण्ड़ों और (8) दो कोणों की स्वांगसमता के विचार को स्पष्ट करने के लिए 
अध्यारोपण विधि का प्रयोग किया था। सामान्यतः इस विधि का प्रयोग एक ही प्रकार की किन्हीं भी 
दो आकृतियों के लिए भी कर सकते हैं। परन्तु यह विधि इतनी सुविधाजनक नहीं है कि इसका प्रयोग 
किया ज़ा सके। अतः जहां भी सम्भव हो, हम संख्याओं का प्रयोग करना चाहेंगे। रेखा-खण्ड की लम्बाई 
और'ोण क़ा माप, ज्यामिति में संख्याओं के प्रयोग के उदाहरण हैं। हम स्वांगसमता के लिए भी इनका 

प्रयोग करेंगे। 


दो रेखा-खण्डों की स्वांगसमता | ड़ 

आपको याद होगा कि दो सर्वांगसम रेखाखण्डों की लम्बाई बराबर होती है और विलोमत: दो रेखाखण्ड 

जिन की लम्बाई बराबर हो, स्वांगसम होते हैं। हम इन तथ्यों को इस प्रकार भी प्रकट कर सकते हैं। 
दो रेखाब्ण्ड स्वाग्सम होते हैं, यदि और केवल यदि उनकी लम्बाई बराबर हो। 


आकृति 0.] 
इस प्रकार, दो रेखाखण्डों की सवांगसमता की एक सरल कसौटी (पर्याप्त प्रतिबन्ध) निम्न है : 
दो रेखाखण्ड, 42 और ८/0-सर्वांगसम होंगे यदि .49-- ८४) हो। 
वो कोणों की सवांगसमता.._ ्ति 
दो रेखाखण्डों के स्थान पर, दो कोणों को 
लेने पर, हम यह परिणाम प्राप्त करते हैं: 








9 


आकृति 02.. # ढ़ छ 
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दो कोण सवागिसम होते हैं यदि और केवल यदि उनके माप बराबर हों। 
« पहले की भांति, दो कोणों की सर्वांगसमता की एक सरल कसौटी (पर्याप्त प्रतिबन्ध) निम्न है 
दो कोण 24८! और £/2/” सवागिसम हैं यदि /॥./2.4 ८" -- ॥/%१2/ हो। 


0.2 दो त्रिभुजों की सर्वांगसमता 
व्यापक रूप से, हम कह सकते हैं कि दो त्रिभुज सवांगसम होते हैं, यदि और केबल यदि, एक त्रिभज को 
दूसरे त्रिभुज पर अध्यारोपित करने से उसको पूर्ण रूप से और ठीक-ठीक ढक सके। 
मान लीजिए 840८ 5७/##ठ के सवागसम है, [आकृति 0.30)] तो हमारे लिए वह सः्धव है 
८ 5 


ठ 

आकृति 0.3() ' | 
कि ७,48८ को, 8 /४6 पर इस प्रकार अध्यारोपित करेंकि वह उसको प्रा और-ठीक-ठीक ढक लें। 
अब, हम ऐसे किसी भी अध्यारोपण में, ५ 49८ के शीर्ष -बिन्द & #776 के शीर्ष-बिन्दओं पर किसी ' 
क्रम से रखेंगे। और फिर ७ 478८ की प्रत्येक भुजा, & #76 की संगत भजा पर इस प्रकार अध्यारोपित 
होगी कि उसको पूरा और ठीक-ठीक ढक ले। 6 480 का प्रत्येक कोण & £776 के संगत कोण पर इस; 
प्रकार अध्यारोपित होगा कि वह दोनों एक दूसरे को प्रा और ठीक-ठीक ढक ले। इस प्रकार, वह क्रम 
जिसमें शीर्ष-बिन्दु संगत होते हैं, अपने आप से, त्रिभजों की भुजाओं और कोणों में संगतता निर्धारित कर 
देता है। और यदि अध्यारोपण ठीक-ठीक है, तो हमें छः समिकाएँ प्राप्त होती हैं जिनमें से तीन संगत 


, भजाओं की और तीन संगत कोणों की होती हैं।। 


मान लीजिए, अध्यारोपण द्वारा, & 49८ ठीक-ठीक ढक लेता है ५ #776 को, जबकि ८ 49८! 
के शीर्ष-बिन्दु 8 /#6 के शीर्ष बिन्दुओं पर इस क्रम से गिरे कि 
4“ 4, 8+-+# (/+- 0 
या संक्षेप में 49८" --7776 हु 
हमें निम्नलिखित समिकाएँ प्राप्त होती हैं : 
शश्न्य्य्ा #(5८7/४७० (4८७४5 
८45८5 ८9-८7? ८( 5-८0 
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अब, दो त्रिभजों .48८' और 7776 के शीर्ष बिन्दुओं के नीच, 48(--/7४76 के प्रकार की 
संगतता को हम सदैव मान सकते हैं, चाहे अध्यारोपण से, एक त्रिभुज दूसरे त्रिभज को पूरां और 
ठीक-ठीक ढक सके या नहीं। यदि आप ऐसी संगतताओं के विचार करने का प्रयत्न करें तो देखैंगे कि ऐसी 
छः संगतताएँ हैं, जो निम्न हैं ५ 
49८ +-+ £70, ५482( +-+ #87%, 4726 +++ एफ 
ब#--+मठका. 490--6क. 4#ट>--+ मठ... 
यदि ७48८, ७ /#6 के सर्वांगसम है तो इन छः सम्भव संगतताओं में से, कम से कम एक 
संगतता ऐसी होगी, जिसके अनुरूप अध्यारोपण से, एक त्रिभज़ दूसरे त्रिभुज को पूरा और ठीक-ठीक ढक 
सकेगा। और इस प्रकार हमें तीन समिकाएँ संगत भजाओं की लम्बाइयों की, और तीन समिकाएं संगत 
कोणों कोणों के मापों की प्राप्त होंगी। दसरी ओर, यदि 8,48८, 5 77४06 के सर्वांगसम नहीं है, तो छ 
में से किसी भी संगतता में अध्यारोपण से त्रिभजों का पूरा औरे ठीक ठीक ढक जाना प्राप्त नहीं होगा। 
इसलिए, प्रत्येक संगतता में & 48८? का कम से कम एक भाग ऐसा होगा जो ' #776 के संगत भाग के 
बराबर नहीं होगा। 
« अतः दो त्रिभजों की स्वागसमता का एक निम्नलिखित व्यापक नियम प्राप्त होता है 


दो त्रिभूज सवायसम होते हैं यदि और केवल यदि, उनके शीर्ष-बिन्दओं में एक ऐसी संगतता हो कि द 


त्रिभजों की संगत भजाएं और संगत कोण बराबर हों। 

संकेतन : यदि 8 48४८, & 77७ के सर्वांगसम है, और संगतता 48८ --/7४76 से एक त्रिभुज के छ 
भाग दूसरे त्रिभुज के छः भागों के सर्वांगसम हो जाते हैं, तो हम लिखते हैं 

3.479055 6 76 
ध्यान दीजिए कि त्रिभुजों के नामों में, अक्षरों का क्रम, उस संगतता का भी संकेत-करता है, जिससे 

सर्वांगसमता स्थापित होती है। इसे हम एक परिपाटी के रूप में मान लेंते हैं। इसके कारण, दो त्रिभजों के 
'नाम लिखने के क्रम से, हम आसानी से वे छः समिकाएँ प्राप्त कर सकते हैं जो दो सर्वांगसम त्रिभुजों के 
संगत भागों के बीच होती हैं। 

सभी त्रिभुजों के समुच्चग्म में सर्वांगसमता सम्बन्ध 

त्रिभुजों की सर्वांगसमता की परिभाषा और ऊपर दी गई संकेत विधि से, निम्नलिखित परिणाम तुरन्त 
प्राप्त्र होते हैं | 

(6) यदि ७4855 57्ए6 तो 0655 0 479८ 

॥) यदि ७.48८5३ 3/76 और ३ /##655 3 (270, तो ३.48८55 ५ 707? 
(7) स्पष्टतया 448८5 53 .48( 


0.3 दो ज़िभुजों की सर्वांगसमता के लिए पर्याप्त प्रतिबन्ध 
हमेशा की तरह यहां भी मितव्ययता का प्रश्न उठता है। दो त्रिभुजों की सर्वांगसमता के लिए, क्या सभी! 
छः समिकाओं की आवश्यकता है? दूसरे. शब्दों में, कम से कम कितनी समिकाएँ दी हई हों, जिससे 


| 
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त्रिभूज़ों की सर्वागसमता निर्धारित हो जाए। यह पता चलता है कि यदि इन छ: समिकाओं में से ठीक से 
चुनी गई तीन समिकाएं सन्तुष्ट होती हों तो शेष तीन समिकाएँ अपने आप सन्तष्ट हो जाती हैं। इस 
प्रकार का हमारा पहला परिणाम एक अभिगुहीत है। इसका प्रयोग एम इस प्रकार के अन्य परिणामों को 
सिद्ध करने के लिए करेंगे। 
मान लीजिए एक त्रिभुज 49८' है जिस की 

भुजाएं 48 और #८, और अंतरित कोण (00060 
8॥80) ८4220 ज्ञात हैं। इस प्रकार भुजाएं 48 2८ 
और कोण “479८ निश्चित हैं। तब, जैसा कि साथ की 
आकृति से स्पष्ट है, भुजा ८.4 स्वतः ही निश्चित हो 
जाती है और इसके साथ ही शेष दो कोण /८' और ८4 
भी निश्चित हो जाते हैं। अतः यदि त्रिभुज की दो भुजाएं 
और उनका अंतरित कोण ज्ञात हों, तो त्रिभुज अद्वितीय 
रूप से निश्चित हो जाता है। इस संकल्पना से हम ु आकृति 0.30) 
निम्नलिखित अभिगुहीत निर्धारित करते हैं। 

अभिगृहीत 0. भु-को-भु (भुजा-कोण-भुजा) सर्वांगसमता अभिगृहीत े 
यदि एक त्रिभुज की दो भूजाएं और उनका अंतरित कोण क्रमशः द्सरे त्रिभज की दो भजाएं और उनके 
अंतरित कोण के बराबर हों, तो वे त्रिभुज सर्वांगसम होते हैं। 
टिप्पणी : क्योंकि यह अभिगृहीत, त्रिभुजःकी दो भुजाओं और उनके अंतरित कोण से संबंधित होता है, 
इसलिए इसे (भुजा-कोण-भुजा) भु-को-भू सर्वांगससमता अभिगुहीत व भु-को- भू कसौटी कहते हैं। 

इस प्रकार, उदाहरण के लिए, यदि आकृति 0.4 में, ,4/9-5 #70 #८-#6, और ८85 ८# 
तो 848८5 8 76 (अर्थात्‌ 04-67 ८4-८४ और ८८5 ८6 होंगे)। 
पु छः 





है 0.4 


छ ५ छ ( 
टिप्पणी: भुःको - भू सर्वांगसमता अभिगृहीत (भु-को-भु स० अ०) के बारे में एक महत्वपूर्ण बात यह है 
कि अंत्रित कोण बराबर होले चाहिए। मान लीजिए एक त्रिभुज की दो भुजाएं और एक कोण (जो 
भुजाओं के अंतरित न हो) दूसरे त्रिभुज की दो भुजाओं और एक कोण के बराबर है, तो क्‍या त्रिभज 
सवांगसम होंगे? नहीं। यह स्पष्ट करने के लिए, आकृति 0.5 देखिए 
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आकृति 0.5 
ष्ठ ट हि ल्ः * 
ध्यान दीजिए कि त्रिभुज 480 और त्रिभुज 47८” में, 49-48, 8#८-४'८' और 
' ८४८4८ ८४'८"4१ परन्तु स्पष्ट है कि ७49८, &.4 9८” के सवांगसम नहीं है। यहां भु-को-भु 
अभिगुद्दीत लागू नहीं है क्योंकि “89८4, वो भुजाओं .489 और ४८ के अंतरित नहीं है। 
हम भु-को-भु अभिगुहीत का अनुप्रयोग निम्न उपयोगी परिणाम को सिद्ध करने में करेंगे। . 


प्रमेय 0.] : तिभूज की बराबर भजाओं के सम्मुख कोण बराबर होते हैं। थै 


दिया है! ७478८ में, 48-.4८' (आकृति 0.6) 
सिद्ध करना है : ८८-८8 
रचना: हम ८4 का समद्विभाजक 47 खींचते हैं जो 


, 2८ को 2 पर मिलता है। 
उपपीत्ति: &.4870 और ७ 4८0 में, 
42-4८ (दिया है) 
८84/05 ८८.49 (रचना) 
4/054/7 ह (उभयनिष्ठ) 
७3849705/84८7. (भु-को-भु०अ०) _.. 2. ५6 
अतः ८8-८८ (सर्वांगसम त्रिभुजों के संगत भाग) आकृति-0.6 


उदाहरण 0.: & 48८ में, मान लीजिए ८4 -- 00?और 49 -- 4८ हो, तो “9 और ८८ ज्ञात 
कीजिए। 
हल: 6.4792८ में, (आकृति 0.7) 

4.85--.4(.. ह * 4 

. (('-/9 / 

अब, “4+८9+ ८८७ 80" . (विभुज के हि 

या, 007+ ८8+ ८8 - 807 

या, 2895 807-- 00? 

“55807 8 से) 
“ ८8<- ८८5 400 आकृति 0.7 
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उद्दाहरण 0.2: & /८07 में, यदि /(2-- (27९ 5 /९/? हो (अर्थात्‌ यदि 8 7८28 समबाह्‌ त्रिभुज हो) 
' तो सिद्ध कीजिए कि इसका प्रत्येक कोण 60" है। 
हल : /४८४ में (आकृति 0.8) ए 

#(25 (27? (दिया है) 

८7८८४ (समान भुजाओं के सम्मुख कोण) .. 2८ () 

फिर /(2- 77१ (दिया है) 

« ८2-27. (समान भुजाओं के सम्मुख कोण) ... (2) 


() और (2) से प्राप्त होता है : 

८75८ ८(25 ८7 ' 

परन्तु, “7+ ८(2+ ८7९८ 80 (त्रिभुज के कोणों 

/ ३ /7-- 80० का योग) 6 फल 
या ८?560% 


आकृति 0.8 
अतः ८7 ८(25 //२ ८ 607 


प्रमेय 0.2 को-भु-को (कोण-भुजा-कोण) सर्वांगसमता प्रमेय 
यदि एक त्रिभुज के दो कोण और उनकी अतरित भुजा क्रमशः दूसरे त्रिध्ुज के दो संगत कोणों और 
उनकी अतरित भुजा के बराबर हों तो वे त्रिभुज सर्वागसम होते हैं। 
विया है: &.479८' और ७/९८४ में 
८95 ८0 
८८5८ ८7२ 
225 07 
सिद्ध करना है: 3 .49८'5 ५7०7 
| है च छ 
गये 





छठ हे 
आकृति 0.9 
उपपत्ति : 
स्थित्ति [: यदि 49--/०2 हो, तो भु-को-भ अभिगहीत द्वारा 49८5 ० 7९270 और इस तरह 
प्रमेप सिद्ध हो जाता है। 


' 7908 कि गणित 


स्थिति ॥ : मान लीजिए 48% १2. और मान लीजिए 48 < /(2 तो भुजा /(2 पर ऐसा बिन्दु ७ ' 
लीजिए कि (29 --4४2 हो। #१$ को मिलाइए। 
&.48८' और 8 ५00 में, 


4287-50 (माना हुआ है) 
225 (7 (दिया है) 
८8-८2 (दिया है) 


« 3.482८5% 85270... (भु-को-भु अभिगुहीत) 

अतः “4८79 5 ८2708. (स्वांगसम त्रिभुजों के संगत भाग) 

परन्तु “4८95 ८277 (दिया है) 

८<(27/7- ८0205 

पर यह तब तक असम्भव है जब तक किरण 7१9 किरण 7२४? के साथ संपाती न हो जाए अर्थात्‌ ५, # के 
साथ संपाती न हो जाए 

“ 49570 

अत्त: 849८5 4 7९27 
स्थिति पा :यदि मान लें कि 4४:>/१2 हो, तो ऊपर दिए गए तर्क से सिद्ध कर सकते हैं कि 

3.479ट5% 8 7९7 

अतः सभी स्थितियों में, & 48८55 & (27 
उप-प्रमेय (को-को-भ्‌ सर्वांगसमता कसौटी ) 
यदि एक त्रिभुज के दो कोण और एक भुजा (जो कोणों के अंतरित न हों) क्रमशः दसरे त्रिभज के संगत 
कोणों और भुजा के बराबर हों, तो वे त्रिभुज सर्वागसम होते हैं। 


दिया है: ७48८ और &707% में, (आकृति 0.0) 
“८45८0, ८8- ८8 2 "कफ 
सिद्ध करना है : & 48८54 ७ 7 


8 ( ८ था 
आकृति 0.0 
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उपर्पीत्ति : क्योंकि त्रिभुज के कोणों का योगफल 80० होता है, इसलिए 
८4+८“9+ ८८८ ८70 + /&+ ८४ 
परन्तु ८4 +- ८70 
और ८895 ८8 
+ ८टन८८ () 
अब ७.429८' और ७ 77% में 
49-८7 (दिया है) 
८८-८7 [ (]) से] 
ऊट््य्फ्ा (दिया है) 
48८55 5 79फ' (को-भु-को सर्वांगसम प्रमेय) 
को-को-भुजा सर्वांगसम कसौटी (को-को-भु स० क०) का प्रयोग करके अब हम प्रमेय 0. का 
विलोम सिद्ध कर सकते हैं। 
प्रमेय 0,3 : यदि त्रिभज के दो कोण बराबर हों, तो उनकी सम्मुख भजाएं भी बराबर होती हैं। 
दिया है: ७8.479८ में, “८5-८४ (आकृति 0.) 
सिद्ध करना है :.49-.4८ 
रचता : “4 का समद्विभाजक खींचिए और मान लीजिए कि यह 8८ को बिदु /0 पर मिलता है। 
उपपपीत्ति: ७477) और ७ 4८0) में, 


८85८८ (दिया है) 
4“8.4/2- ८८470 (रचना) 
47054/0 (उभयनिष्ठ) 
“ 3.478/05< 48 4८५70 (को-को-भु स० क०) 
अतः 48 + 4८ (सर्वांगसम त्रिभुजों 

| के संगत भाग) 





छठ छ हि 
आकृति 0.! 
हमने ऊपर देखा है, कि दो त्रिभजों की सर्वांगसमता के लिए, को-भु-को -स ० कसौटी, एक भजा से 
सम्बद्ध है; और भ-को-भ्‌ स० कसौटी, दो भजाओं से सम्बद्ध है। अब हम एक ऐसी कसौटी देते हैं 
जिसका त्रिभजों की सभी तीनों भजाओं से सम्बद्ध है। 


प्रभेय 0.4 : भू-भु-भ्‌ (भुजा-भुजा-भुजा) सर्वांगसमता प्रमेय 


यदि एक त्रिभूज की तीन भुजाएं, दूसरे त्रिभुज की क्रमश: तीन भूजाओं के बराबर हों, तो वे दोनों त्रिभुज 
तवागिसम होते हैं। 


, 20 


दिया है: 6.4/822' और 57077 में, 
॥8। 


फ््े 


2 5 ही! 
आकृति 0.2 
4 0 
( 
4+# 77 
मट्न्क्का 
4८ ।27 


सिद्ध करना है : & 49८55 5 707 

रचना: मान लीजिए #८ सब से लमुबी भुजा है। रेखाखण्ड 776 इस प्रकार खींचिए कि 
265 .4#8 हो। (आकृति 0.2) 
और ८#ऋ6- ८८7४4 
6#7 और 706 को मिलाइए। 

उपपत्ति: ७.48८' और 6 67 में, 


4895 6 (रचना) 
८4805 ८ठ7फ' (रचना) 
श्ट्ल्फ्फा (दिया है) 
“ 342८5 8 6777... (भु-को-भु स० अभिगृहीत) 
+ ८45८० (सर्वांगसम त्रिभुजों के संगत भाग) ... (॥) * 
और 4८5 677 (स्वांगसम त्रिभुजों के संगत भाग) ... (2) 
अब, 429- &6 (रचना) 
4752-707 (दिया है) 
, ज्कान्आऋठ ' -« (3) 


इसी- प्रकार, /077-- 6फ' ह ... (4) 
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67706 में, 
फ्रज्फठ (ऊपर सिद्ध किया) 
« ८] 5-८2 (बराबर भुजाओं के सम्मुख कोण) ... (5) 
50/)9776 में, 
40-76 (ऊपर सिद्ध किया) 
४ ८3-८4 (बराबर भुजाओं के सम्मुख कोण) ... (6) 
« ८+८35/2+ ८4 [(5) और (6) से] 
८705 ८06 .«(/) 
लेकिन ८0-८4 [(() से] 
/ ८45८7). ...(8) 
अब 5 .49८' और 5 ॥9/97 में, 
#म्च्फाह (दिया है) 
724 (दिया है) 
८455 ८/0 [(8) से] 


 848८55 07%. (भु-को-भु स० अभिगुहीत) 


प्रमेय 0.5 स-क-भु (समकोण-कर्ण-भुजा) सर्वांगसमता प्रमेय 


यदि एक समकोण त्रिभूज का कर्ण और एक भृजा, दूसरे समकोण त्रिभूज के क्रमश: कर्ण और संगत भुजा 
के बराबर हो, तो वे समकोण त्रिभुज सर्वायसम होते हैं। 


दिया ह्वै ; 


0 48८ और / 07% में, (आकृति 0.3) 
८8 -- ८# + 90० 

4८ - का 

मिट न्क्फ्ा 


सिद्ध करना है? ७ 479८ ५5 0 77% 


रचना :; 


उपपत्ति : 


7» को ॥/ तक बढ़ाइए जिससे कि 48 - 77४ हो। 


47 को मिलाइए। 

5 48८ और ७ धक में, 

4 - धार (रचना) 

कट न खपत (द्विया है) 
८9-- ८7९ (प्रत्येक 90०) 


- 68 4805 85 कप! (भू-को-भु स० अभिगुद्दीत) 


22 गणित 


हु 7 
छ् हा 
छ ( 
आकृति 0.3 र 

अतः ८4 - ८0४ 5 () , 

और 4८ 5 07? ... (2) 
किन्तु 4८ - 77 (दिया है) 

/ और 5 7 

» ८4 5 277 (4 274४ में, ॥/7१ - 7070 ...(3) 

(!) और (3) से 

८4 + ८2 .. (4) 

अब & 49८ और 6 77 में, 

<4 * ८0 [(4) से] 

49 55 ८४ (दिया है) 

“८0 ८# , (5) 

पुनः & 48८ और 5 07% में, 

मसट - हा (दिया है) 

40 - 27 (दिया है) 

८८< ८7 [(5) से] 

5 &$ 480 ६४ 8 एफ (भु-को-भु स० अभिगृहीत) 


टिप्पणी : दो त्रिभुजों की सवांगसमता के लिए जिन स्थितियों का हम ने अब तक अध्ययन किया है 
उनका संबंध दो भुजाओं और एक कोण से या एक भुजा और दो कोणों से या तीन भुजाओं से था। हम उस 
स्थिति के बारे में क्या कहेंगे, जिसका संबंध तीनों कोणों की सवांगसमता से हो। अर्थात्‌, यदि एक त्रिभुज 
के तीन कोण दूसरे त्रिभुज के क्रमशः तीन कोणों के बराबर हों तो क्या वे त्रिभुज सर्वांगसम होंगे? 
आकृति 0.]4 लीजिए, जिसमें 8८" | | ८ जैसा कि स्पष्ट है, “४ और ८9” बराबर हैं (संगत 
* कोण)और ८८ और 2८” बराबर हैं। इस प्रकार ८ .48'८” के तीनों कोण क्रमशः 4 ,479८के तीनों 


23 
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8... आकृति 0.4 ह आकृति 0 5 0 
कोणों के बराबर हैं। परन्तु यह तो स्पष्ट है कि ५ 49८१ & 4४8८ के सर्वांगसम नहीं है, अत: यह याद 
रहे कि त्रिभुजों की सर्वांगसमता के लिए को-को-को जैसी कोई कसौटी नहीं है। 
उदाहरण 0.4 : आकृति 0.5 में, 4/0.और 2(2 , रेखा खण्ड .49 पर लम्ब हैं और .4/? 5 222 है। 
सिद्ध कीजिए कि बिन्दु 0 478 और /१( दोनों का मध्य बिन्दु है। 
उपपत्ति : त्रिभुजों 40/7 और 2800 में, 


42 < 20 (दिया है) 

८4 +5 ८8 (प्रत्येक 90") 

८407 - ८800 (शीर्षाभिमुख कोण) 

“ 8 4075 ८५ ४002 (को-को-भु सर्वांगसम कसौटी) 
अतः 40 - 08 

और #0 - (20 


0, 47 और /#( दोनों का मध्य बिन्दु है। 


उदाहरण 0,5 : आकृति !0.6 में, भुजाएं 94 और ८.4 इस प्रकार बढ़ाई गई हैं कि 9.4 -+ 470 
और (५4 - 47४ है। सिद्ध कीजिए कि (2 || ८४ 


०] 
उपपत्ति: त्रिभुजों 42८ और .4/07 में 

4# + 420 (दिया है) 

4८ ८ # ४8 (दिया है) 

८7246 5 ८2472 (शीषभिमुख कोण) कै 

४ 8 48८ 5: 5 470४ (भु-को-भु सवांगसम अभिगृहीत) 


अत्त: “480 -- ८4705 
इस प्रकार, तिर्यक रेखा 870, रेखाओं 8८ और 707: के साथ 
समान एकान्तर अन्तः ब्गेण बनाती है। 8 


आकृति 0.6 
अतः 258 || ८8 


24 | गणित 
प्रश्नावली 0. 


]. 'दो समकोण त्रिभजों में एक त्रिभुज की एक भुजा 

और एक न्यूनकोण दूसरे त्रिभुज की संगत भुजा 
' औरकोण के बराबर हैं। सिद्ध कीजिए कि त्रिभुज ज्ख्दि। 

स्वांगसम हैं। 

2, आकृति 0.7 में, बिन्दु 0..48 और ८०० दोनों ८ | 8 
का मध्य बिन्दु है। सिद्ध कीजिए कि 
405 890 और 4८ | 20 .. आकृति 0.07 

3, 4# एक रेखाखण्ड है। रेखा 49 के विपरीत पक्षों में 47 और 89 समान लम्बाई के 

, ऐसे दो रेखाखण्ड खींचे गए है कि 4४ || 8९ है। यदि रेखाखण्ड 48 और ४ परस्पर 

बिन्दु / पर प्रतिच्छेद करें तो सिद्ध कीजिए कि 
(0) ७47४५ ७४77 और 
(7) रेखाखण्ड 48 और 27, बिन्दु / पर परस्पर समद्विभाजित करते हैं। 

4, आकृति 0.]8 में, || # और ॥४ रेखाखण्ड 48 का मध्य बिन्दु है। सिद्ध कीजिए कि 
यदि ८४) कोई अन्य रेखाखण्ड हो, जिसके सिरे 2 और /0 क्रमश: रेखाओं / और # पर 
हों, तो ॥/ रेखाखण्ड ८7) का भी मध्य बिन्दु होगा। 





5 9 ०0०9 | ्‌ 
आकृति 0.8 आकृति 0.9 
5. मान लीजिए रेखाखण्ड 48 और ८१) बिन्दु 0 पर परस्पर इस प्रकार प्रतिच्छेद करते हैं 
कि 40-07 और 09 -- 0८ है। सिद्ध कीजिए कि 4८८ #70 लेकिन यहाँ यह 
आवश्यक नहीं कि 4८! और 80 समांतर हों। 
6. आकृति 0.]9 में, त्रिभुज 48८! की दो भुजाएं 48 और 8८! और माध्यिका 470, 
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) 


है 


0. 


क्रमश: त्रिभुज /(27? की भुजाओ 2 और (07? और माध्यिका /१॥ के बराबर हैं। 
सिद्ध कीजिए कि त्रिभुज 48८ और /(2/? सर्वागसम हैं। 

राम दो वस्तुओं 4 और # के बीच की दूरी मालूम कस्ना चाहता है; परन्तु इन दोनों 
वस्तुओं के बीच एक रुकावट है (जैसा कि आकृति 0.20 में, दिखाया गया है), जिसके 
कारण वह यह दूरी सीधे नाप कर ज्ञात नही कर सकता है। 





आकृति 0.20 आकृति 0 2] 
इस कठिनाई को दूर करने के लिए वह एक चातुर्य विधि का प्रयोग करता है। पहले 
वह एक बिन्दु 0 ऐसा लेता है जिस से कि 4 और # दोनों दिखाई दें और वहां एक खम्बा ' 
स्थापित करता है। फिर रेखा 400 की सीध में वह एक बिन्दु /2 पर खम्बा इस तरह 
स्थापित करता है, जिससे कि 4(2- 270। इसी प्रकार, वह एक तीसरा खम्बा बिन्दु ८ 
पर स्थापित करता है, जिससे कि 90 -- 0८'। तब वह ८४0 को नापता है और देखता है 
कि ८705 70मी। सिद्ध कीजिए कि 4 और # के बीच की दूरी भी 70 मी है। 


. आकृति 0.2] से व्याख्या कीजिए कि नदी को पार किए बिना हम उसकी चौडाई कैसे 


ज्ञात कर सकते हैं। 


. आकृति 0.22 में » 48८ की समान भुजाओं 48 और 4८ पर बिन्दु & और # ऐसे है,., 


कि 4४ -- 4५ है। सिद्ध कीजिए कि #(-#ए 

सिद्ध कीजिए कि & 49८! समद्विबाहु जिभुज होगा, यदि निम्नलिखित में से कोई एक 
स्थिति लागू होती हो: 

(0) शीर्ष-लम्ब 47), भुजा 82 का समद्विभाजक है, 

(0) माध्यिका 470 भुजा #2' पर लम्ब है, 

(४) ८9.4८ का समद्विभाजक, भुजा 8८! पर लम्ब है, 

(९) शीर्ष-लम्ब 47), कोण 94८ का समद्विभाजक है, 

(९) शीर्षलम्ब #7८- शीर्षलस्ब (का 
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आकृति 0.22 आकृति 0.23 


॥. आकृति 0.23 में, ७49८ में, 48-4८, ## और ८फ' क्रमश: ८8 और ८८ के 
समद्विभाजक हैं। सिद्ध कीजिए कि & /9८5% 3 #८४ | 

2, आकृति 0.24 में, 48 -- 4८! और 7४ -- /0८ है। सिद्ध कीजिए कि 
८4870 5 ८4८70 
+ 5. पु 


छ 
आक्कति 0,24 
3. 849८ एक समद्विबाहु त्रिभुज है जिसमें 49-4८! है। भूजा 94 को 2 तक इस 
तरह बढ़ाया गया है कि 485 .,470। सिद्ध कीजिए कि ८४8८7) एक समकोणं है। 
4. आकृति 0.25 में, 4(-- 92, ८7004 55 ८४८४ और /7098८'5 /#.4८। सिद्ध 
कीजिए कि ७ /08८' और ७ 74८! सर्वांगसम हैं और 70८'नऋट... 
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0 





आकृति 0.25 


0.4 त्रिभुज में कुछ असमिका सम्बन्ध 
अब हम त्रिभुज की भुजाओं और कोणों के बीच के कछ असमिका सम्बन्धों पर विचार करेंगे। ' 
प्रभेय 0.6':: यदि किसी त्रिभूज की दो भुजाएं बराबर न हों, तो बड़ी भजा के सामने का कोण बड़ा 


होगा। 
4 


॥:] ८ आकृति 0.26 


विया है: &.478८ में, 4८>.42 (आकृति 0.26) 

सिद्ध करना है : ८42८ ८4८79 

रचना: भुजा 4८ पर बिन्दु /2 ऐसा लीजिए कि 4. - 4/0 हो। 870 को मिलाइए। 
उपपत्ति : &.498/ में, 


472 - .4/0 (रचना) 

» ८]5८2 (समान भुजा के सम्मुख कोण) ...() 
परन्तु “2, & 8८7) का बहिष्कोण है ' 

» ८27>८4८7% (बहिष्कोण प्रमेय) ... (2) 


() और (2) से 
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८7> ८4८7 
परन्त ८489८> ८] (रचना) 
८.48८7> ८4८78 


प्रमेय 0.7 : (प्रमेय 0.6 का विलोभ) : यदि किसी त्रिभूज के दो कोण असमान हों, तो बड़े कोण के 
सामने की भूजा बडी होगी। 


दिया है? 349८ में “4920: /4८४ (आकृति । | कर 
सिद्ध करना है: 4८ >.478 
उपपत्ति: ७.47८ में, 48 और 4८ के लिए तीन 
संभावनाएं हैं; जिनमें केवल एक ही सही होगीः 
0) 42549. '() 40< 479 
(॥) 42>.479 धर रे 
आकृति 0.27 
स्थिति 6) यदि 4८८4४, तो “479८5 ८4८7, 
जो दिये गये तथ्यों का विरोध करता है। 
4८49 
स्थिति (0) यदि 4८<4% तो क्योंकि बड़ी भुजा के सम्मुख बड़ा कोण होता है; 
. ८4८7४> ८479८ 
यह भी दिये गये तथ्यों का विरोध करता है। 


स्थिति (॥) ८7.47 
केवल यही संभावना हमारे पास शेष है, अतः यह अवश्य सत्य होगी। . ? 


शै 
' 4(.->.42 /) 


/ 
प्रभेष 0,8 : किसी त्रिभज की दो भजाओं का योग तीसरी भजा से बड़ा होता है। हे | 
] 


दिया है: /.429८ (आकृति 0.28) 
सिद्ध करना है: 48+.4८>7४८ 
479+29८07>.4८ 
और 9८+.4८ 74% 
रचना: भुजा 94,को /0 तक बढ़ाइए जिससे कि 
40 5८ 4८ हो। ८7) को मिलाइए। 





आकृति 0.28 
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उपपत्ति : ७.4८) में, 4(/-- 
८4८0-5८ ८470८ (समान भुजाओं के सम्मुख कोण) 
» ८4८40+८8८4 > ८4700... (रचना) 
वा ८8८70> ८870८ .. () 
अब, 5 ४77८ में, 
42८7> ८४70८ 
+ 2077८ (बड़े कोण की सम्मुख भुजा) ... (2) 
परन्तु 970 5-5 9.4 +.470 । 
>४4+40( : (रचना) 
(2) और (3) से 
2.4 + 4८78८ ... (3) 
इसी प्रकार हम सिद्ध कर सकते हैं कि 
42+#207> 4८! 
। और 2#2८+.407>.4४8 
प्रमेय 0.9 : एक दी हुई रेखा पर एक बिन्दु पे जो इस रेखा पर स्थित नहीं है, डाले गए सभी रेखाखण्डों 
में लांबिक रेखाखण्ड सबसे छोटा होता है। 


विया है: / एक रेखा है और ”? एक बिन्दु जो / पर स्थित 
नहीं है। (आकृति 0.29) 
7॥ ।॥ 
४ रेखा / पर, ॥४ से भिन्‍न कोई बिन्दु है। 


सिद्ध करना है :70/< 2? 


उपपत्ति : 570४५ में, है 
८)॥/5 समकोण (दिया है) ही रद 
. ८४ नन्‍्यूनकोण है। (त्रिभुज काकोणयोगगुणधर्म)  ., 
+८)/> 2१ आकृति 0.29 
अतः 77०7१ , (बड़े कोण की सम्मुख भुजा) 
या /0/< 7४ 


परिभाषा : किसी रेखा और उसके बाहर स्थित किसी बिन्दु के बीच की दूरी, उस बिन्दु से उस रेखा से 
डाले गए लांबिक रेखाखण्ड की लम्बाई होती है। किसी रेखा और उस रेखा पर स्थित एक बिन्दु के बीच 
की दरी शन्य होती है। 


रि 


हुई 
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प्रश्नावली 0.2 


!, आकृति 0.30 में, ४2 > /४है। (29 और /0$, क्रमशः ८2 और «# के 


समद्विभाजक हैं। सिद्ध कीजिए : ५(2 > ५४? 
छ 


आकृति 0.30 आकृति 0.3] आकृति 0.32 


, आकृति 0.3 में, ४ > » है। दिखाइए कि 708 > 7.४ 

. आकृति 0.32 में 002 ८ 7१ है। दिखाइए कि /$ > /७ 

. आकृति 0.33 में, 48 > 4८ है। दिखाइए कि 4४ > 4४0 

. सिद्ध कीजिए कि समकोण त्रिभुज में कर्ण सब से बड़ी भुजा होती है। 


ि 
6 ढ़ 
छठ छ ट का ० 


आकृति 0.33 आकृति 0.34 
6, आकृति 0.34 में, (2 /९5 एक चतुर्भुज है। /(2 इस की सब से बड़ी भुजा है और 725 
इस की सब से छोटी। सिद्ध कीजिए कि 27? > ८? और ८5 > ८2 
[संकेत : /४२ को मिलाइए और फिर (05 को मिलाइए।] 
7. आकृति 0.35 में, /४2 > /(2 और /७, ८7 का समद्विभाजक है। दिखाइए कि ४ >> 9 





(आ बक॑ (3) >> 


सर्वांगसम जिभुज ' १79] 


है 





८ 


५ - 5 ॥* 8 छ ( 
आकृति 40.35. * आकृति 0,36 
8, आकृति 0.36 में, 470), कोण 4 का समद्विभाजक है। दिखाइए कि 48 > 80 


9, आकृति 0.37 में, 47४? । / और 7९ > /(2। दिखाइए कि 4/२ > 4९2 
[संकेत : 4७ खींचिए, जहां /१५ -+ 2(2। तब दिखाइए कि ८3 > ८2] 


जन हे हर 
आकृत्ति 40.37 
0. सिद्ध।कीजिए किं त्रिभुज के तीन शीर्ष-लम्बों का योगफल, उसकी तीनों भुजाओं : 
योगफल से कंम होता है। 


8!. आकृति 0.38 में, & /(27? और उसके अभ्यंतर में ,७ कोई बिन्दु है। दिखाइए 
$50+ ४२ < #0 + 7 
[संकेत : (25 को इतना बढ़ाइए कि वह 7५२ को 7' पर मिले।] 
ए 


ए? 


हक 


५ मिली 


(2 ॥24 0 $ छ 
आकृति 0.38 आकृति ]0 39 


१0) गीत 


2, 8727 (आकृति 0.39) में, भुजा 0१ पर 8 कोई बिन्दु है। दिखाइए कि 
70+ 00+#070>2/7 ः 
|3, आकृति ॥040 में, 20१९ एक चत॒र्भत है जिसके विकर्ण 
| और (8 बिन्दु 0 पर प्रतिच्छेद करते हैं। दिखाइए कि 
(0) 20+00+88+ ४? > /१ + 08 और 
6) 20+ 00+॥8+ ४7<2 (8 + 08) 


र 


आकृति 04] 


अध्याय ॥| 


समांतरचत्‌र्भज 


].। चतुर्भज 


चतर्भत और उसके शीर्ष, भुजाओं, कोणों और 
विकर्णों की परिभाषा हम पहले दे चुके हैं। 
आकृति .] में 4, 8, (' और 7) शीर्ष वाला 
, एक चतुर्भुज है। इसे प्रतीक चतर्भज 4800» या 
१049८0 से प्रकट करते हैं। 3 


आकृति .] 


चार रेखाखण्ड 48, 9८, (70 और /04 इसकी भुजाएं और चार कोण ८4, ८8, ८2 और ८7 
इसके कोण हैं। दो रेखा खण्ड 42 और 8/0 (दिखाए गए हों, अथवा नहीं) इसके दो विकर्ण कहलाते हैं। 

हमने पहले, चतुर्भज के एक महत्वपूर्ण गुणधर्म का कथन दिया है और इसे सिद्ध किया है। वह 
गुणधर्म है : चतुर्भज के चार कोणों का योगफल 360"या 4 समकोण होता है। इस गुणधर्म को सिद्ध करने 
के लिए, हमने त्रिभुज के संगत गणधर्म का प्रयोग किया था। चतुर्भज या बहुभजों के गणधर्मों के 
अध्ययन के लिए, त्रिभुज के अधारभूत गुणधर्म की जानकारी आवश्यक है। 

इस अध्याय में, हम कुछ विशेष प्रकार के चतुर्भज, जैसे समलम्ब, समांतरचतुर्भुज, समचतुर्भज, 
आयत और वर्ग को परिभाषित करेंगे और उनके कछ महत्वपूर्ण गुणधर्मो पर विचार करेंगे। 

प्रारंभ में, हम चतुर्भुज के भुजा-युग्मों और कोणों से सम्बद्ध कछ नामों का प्रयोग करेंगे। ये नाम 
इन विशेष प्रकार के चतुर्भजों के गुणधर्मों का ठीक-ठीक कथन देने में सहायक होते हैं। 
..। चत्‌र्भुज की सम्मुख भूजाएं, क्रमागत भुजाएं, सम्मुख कोण तथा क्रमागत कोण 
परिभाषा |: चतुर्भुज की वे दो भूजाएं, जिन का कोई उभयनिष्ठ बिन्दु न हो, सम्मुख भुजाएं कहलाती 
हैं। 


परिभाषा 2 : चतर्भुज की वे दो भुजाएं, जिन का एक उभयनिष्ठ अंत्य बिन्दु (॥॥४-)०४॥४) हो, क्रमागत 
भूजाएं कहलाती हैं। 
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परिभाषा 3: चतर्भज के वे दो कोण, जिनको अंतरित करने वाली भुजाओ में कोई भुजा सर्वनिष्ठ न हो, 
सम्मख कोण कहलाते हैं। ' 
परिभाषा 4 : चत॒र्भज के वे दो कोण, जिनको अंतरित करने वाली भुज़ाओं में एक भृजा सर्वनिष्ठ हो, 
क्रमागत कोण कंहलाते हैं। 

आकृति ]. के चतुर्भज 48८0 में 

(]) 48, ८४ दो सम्मुख भुजाओं का एक युग्म है। 470, 8८ सम्मुख भुजाओं का दूसरा युर्म है। 

(2) 48, 8८ क्रमागत भुजाओं का एक युग्म है। 9८, ८०); ८०), 04 और /04, 4४ क्रमागत 
भुजाओं के अन्य तीन युग्म हैं। 

(3) ८4, “८ सम्मुख कोणों का एक यग्म है। ८8, /70 सम्मुख कोणों का दूसरा युग्म है। 

(4) -८4, ८8, क्रमागत कोणों का एक यग्म है। 2८8 ८८: ८८, “70 और ८7), ८4, क्रमागत 
कोणों के अन्य तीन यर्म हैं। 


],,2 समलम्ब और समांतरचतर्भज ५ | 


परिभाषा : उस चत॒र्भज को समलम्ब (४90०2४0४7) कहते हैं जिसकी सम्मुख भुजाओं का एक यम 
परस्पर समातर हो। 
फरिभाषा: उत्त चतुर्भज को समांतरचतुर्भज (789//0/08727) कहते हैं जिसकी सम्मुख भुजाओं का 
प्रत्येक यरम परल्पर समातर हो। 
ध्यान दीजिए कि यदि सभी समांतेरचतर्भजों के समुच्चय को /? से, सभी समलम्ब चतर्भजों के 
समुच्चय को /' से और सभी चत॒र्भुजों के समुच्चय को (2 से प्रकट करें तो 
7८7८० 


टिप्पणी : साधारंणतया, समलम्ब उस चतर्भज को कहते हैं जिसमें सम्मुख भुजाओं का केवल एक ही 
यरम समांतर हो। ह 


ढ 
+ 


.2. समांतरचत्‌र्भुज के गुणधर्म : आकृति .2 में, 


428८7) एक समांतरचत्‌र्भज है, क्योंकि 48 || 0८ 4 
और 8८ || 4/0। हमसमांतरचतर्भज को प्रतीक | , 
49८0 से प्रकट करेंगे। 


माप कर तथा जांच कर, आप समांतरचतर्भज के 
(छ गणधर्मों से परिचित हो चकें हैं। आपको याद होगा 
कि समांतरचतर्भज में ' 8 
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(0) सम्मुख भुजाओं का प्रत्येक युग्म बराबर होता है। 

(7) सम्मुख कोणों का प्रत्येक युग्म बराबर होता है। 

(॥) विकर्ण परस्पर समद्विआजित करते हैं। 

इन तथ्यों की पृष्टि के लिए, हम इन में से प्रत्येक गुणधर्म को सिद्ध करना चाहेंगे। 

यह सिद्ध करने के लिए कि 48 -- (४0 और 470 5 8८. हम ऐसे दो त्रिभुज लेंगे जिनकी भुजाएं 
ये रेखा खण्ड हैं। थोडा सोचने पर हम यह जान सकते हैं कि हमें 4८” को मिलाना चाहिये। तब हम सिद्ध 
कर सकते हैं कि & 4८7 55 & ८47 इत्यादि। 

इसी प्रकार यह सिद्ध करने के लिए कि विकर्ण परस्पर समद्विभाजित करते हैं, यह मानते हुए कि 
विकर्ण परस्पर बिन्दु 0 पर प्रतिच्छेद करते हैं और इनसे चार त्रिभुज प्राप्त होते हैं; हम इनमें से केवल 
दो त्रिभुजों को लेकर यह सिद्ध करेंगे कि ये त्रिभुज सर्वांगसम हैं। 


परिमेय .] (क): 
तमातरचतुर्भज की सम्मुख भूजाएं बराबर होती हैं। 
दिया है : (] 48८77 एक समांतरचतुर्भुज है। 


सिद्ध करना है :.48 -- ८70 और 470 5 ८7 , 
रचना : 4८ को मिलाइए। (आकृति ].3) 





8 आकूँति .3 ० 


उपपीत्ति :त्रिभूजों 4772 और ८४4 में, 
८704८ -- ८8८4 '.. (एकान्तर अंतः कोण, 470 | #८) 

4८7 +- (4 '(उभयनिष्ठ) 
'८02८.4 ८ ८84८ (एकान्तर अतः कोण, 42 | 2८) 

ध 4 470८ 5< 5 ८४4 (कीोण-भुजा-कोंण सर्वांगसम प्रमेय) 

» 470 5 ८४ और 70८ ८ 84 छ | 0 
प्रमेय .। (ख) : 

समातरचतुर्भुज के सम्मुख कीण बराबर होते हैं। 

दिया है: 49८70 एक समांतर चतुर्भुज है। 

(आकृति .4) ४ 

सिद्ध करना है : ८4 5८ 2८ और ८8 ८ ८. कि 


आकृति ].4 


उपपत्ति : क्योंकि 49 || 700 और 470 उनको प्रतिच्छेदित करता है। 
» ८4 + ८70 ८ 80% (क्रमागत अंतः कौण) ... () 
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क्योंकि 470 | 8८" और 70८ उनको प्रतिच्छेदित करता है। 
» ८70 + ८0 ८ 800 
() और (2) से, 

८4 + ८700 ८ 200 + ८८ 
» ८4 + ८८ 

इसी प्रकार, ८8४ -- ८7 
प्रभेथ .] (ग): 
समातरचतुर्भुज क॑ विकर्ण परस्पर समद्विभाजित करते हैं। 


दिया है: 48८72 एक समांतरचतुर्भुज है। 
विकर्ण 4८' और 80 बिन्दु 0 पर परस्पर 
प्रतिच्छेदित करते हैं। (आकृति .]5) 
सिद्ध करना है; 24 -- 00 और 08 5८ 00। 
उपपत्ति :.. त्रिभजों 4070 और ८५७४ में, 
८240 >> ८8८0 
470 5 82 
८<47202 5 ८८80 
. 34075 ५58 ८08 
» 405 ८6 और 00 5 078 
संक्षेप में : 
प्रमेष . : समांतरचतुर्भुज में 
(क) सम्मुख भजाएं बराबर होती हैं, 
(ख) सम्मुख कोण बराबर होते हैं और 
(ग) विकर्ण परस्पर समद्विभाजित करते हैं। 


प्रश्नावली 8.] 


, 428८7 एक समांतरचतुर्भुज है, और रेखा खण्ड + 
और (५ क्रमश: “४ और /(' को समह्विर्भाजत 


' करते हैं। (आकृति .6) दिखाइए कि 4«₹ || ८7 


गणित 


(क्रमागत अंत: कोण) ... (2) 





आकृति ].5 


(एकान्तर अंत: कोण, 44/) || 2८) 

( ॥ “” की सम्मुख भुजाएं) 
(एकान्तर अतः कोण, 4/0 || #८) 
) 


(कीण-भुजा-कोण स० प्र ० 


अं ९: 
दा की हे 
लॉ ५“ 
2! लॉ 
डॉ लॉ 


है 
लक तल न लक 
डी ६ छ 


आकृति ।.6 
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2, समांतरचतुर्भज 48८79 में, क्रमागत कोण .4 और 
# के समद्विभाजक परस्पर बिन्दु !? पर प्रतिच्छेद करते 
हैं। (आकृति .7) सिद्ध कीजिए कि ८,477 < 90९ 

3. यदि समांतरचतुर्भज का एक विकर्ण, उसके एक कोण 
को समद्विभाजित करता हो तो वह दूसरे कोण को भी 
समद्विभाजित करेगा और तब दोनों विकर्ण एक दूसरे 
पर लम्ब होंगे। 

4. दिए हुए त्रिभुज 48८ में 4, 9 और ८' से होती हुई 

. रेखाएं खींची गई हैं जो क्रमशः 8८, (4 और 

49 के समांतर हैं और जिनसे ७॥?(0४२ प्राप्त होता है। 





(आकृति ].8) दिखाइए कि 9८! - ऊ (07 
5. आकृति .9 में, समांतरचतर्भज 48८५9 के विकर्ण 
870 पर, 4/४ और ८४ लम्ब हैं। सिद्ध कीजिए कि 


() 5७ 472४5 ७ (४7 और 
(0) 4४5८ (7 





आकृति .9 


.3 चतर्भज का समांतरचत्‌र्भज होने के लिए पर्थाप्त प्रतिबंध 


पहले सिद्ध किए गए तीन प्रमेयों में से एक के परिणाम को हम इस प्रकार व्यक्त कर सकते हैं। 

यदि एक चतुर्भूज, समांतरचतुर्भज हो, तो इसकी सम्मुख भुजाएं बराबर होती हैं। 

इसका विलोम क्या होगा? निस्सन्देह, वह चतर्भज ही है जिस पर हम विचार कर रहे हैं। हमारा 
कथन यह हो सकता है: । 

यदि चतुर्भज की सम्मख॒ भूजाओं के दोनों यूर्म बराबर हों, वो चतृर्भज एक समातरचतुर्भज होता 
है। । 

किसी चतुर्भुज का समांतरचतुर्भुज होने के लिए उसकी सम्मुख भुजाओं के दोनों युग्मों का बराबर 
होना पर्याप्त प्रतिबंध होगा जबकि इस प्रतिबंध को एक प्रमेय के रूप में सिद्ध किया जा सकता है। इसी 
प्रकार आप दो और पर्याप्त प्रतिबंध निर्धारित कर सकते हैं: 

यदि किसी चतुर्भुज के विकर्ण परस्पर समद्रिभाजित करते हो, तो चतुर्भज, समातरचत्‌र्भज होता 
है। 


. यदि किसी चतुर्भज के सममृुख कोण बराबर हों, तो चतुर्थज, समांतरचतुर्भज होता है। 
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एक अन्य महत्वपूर्ण प्रतिबंध निम्नलिखित हैः 

यदि चतुर्भुण के सम्मुख भुजाओं का कोई एक यरम परस्पर समरातर और बराबर हो, तो चतुर्भज 
समातरचतुर्भुज होता है। 

ऊपर के प्रतिबंधों में से प्रत्येक प्रतिबंध चतुर्भुज के समांतर चतुर्भुज होने के लिए पर्याप्त प्रतिबंध 
है। अब हम इन प्रतिबंधों को प्रमेयों के रूप में सिद्ध करेंगे 


प्रभेय .2 (क) (प्रमेय 4.] (क) का विलोम) : 
, एक चतुर्भज समांतरचतुर्भज होता है, यदि इसकी सम्मुख 
, भुजाएं परस्पर बराबर हों। 


विया है: चतुर्भुज 49८0) जिसमें 
48 - (५7) और 2८ - 704 





(आकृति ,0) 
- आकृति .0 
सिद्ध करना है : 49८70 एक समांतरचतर्भुज है। 
रचना: 4८ को मिलाइए। 
उपपत्ति :  त्रिभुजों 4४ और ८.4/ में 
4८ + ८4 (उभयनिष्ठ) 
८9 -< 470 (दिया है) 
428 - ८7 (दिया है) 
“ 34085: 8 ८402 (भुजा-भुजा-भुजा स० प्र०) 
अतः /८49 - ८4८70 ... () 
और ८4८7४ -< ८८479 . (2) 


अब रेखा 4८, रेखाओं 48 और /0८ को क्रमशः बिन्दुओं 4 और ८! पर इस प्रकार 
प्रतिच्छेद करती है, कि एकांतर अंत: कोण ४ 

८८48 -< ८4८79 (ऊपर सिद्ध किया है) 
» 489 | 00 द .. (3) 
इसी प्रकार, रेखा 4८. रेखाओं 9८ और 47 को क्रमशः ८' और 4 पर इस प्रकार 
प्रतिच्छेद करती है कि, एकांतर अंतः कोण 

“4८79 - ८८५7० 

22 || .40 ' ... (4) 
अतः (3) और (4) से ः 
429८7 एक समांतर चतुर्भुज है। 
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प्रभेय .2 (ख)- (प्रमेय . (ख) का विलोम) छ ० 
एक चतुर्भुज, समांतरचतुर्भूज होता है, यदि उसके सम्मुख 
कोण परस्पर बराबर हैं। 


दिया है।. चतृर्भज 4८7 में. 
८4 मा] ८70 


(आकृति .) ि ु  छ 
सिद्ध करना है :.489८70 एक समांतरचतुर्भुज है। आकृति .!] 
उपरपत्ति:.. चतुर्भुज 48८7'में, . ध ' 

' “47.८८. (दिया है) .« (4) 

८9.5 ८70  विया है) . .« (2) 

«४ ८4+८95८0+८0 (3) 


और 24 + ८9 + 2८ + ८20 5360९. (चतुर्भुज के कोण) ... (4). 
४» ८4 नी ८8 5 ८८ +# ८70 5 80९ . (5) 
अब, रेखा 48 रेखाओं ,4/0 और 8८ को क्रमशः बिन्दु 4 और /# पर इस प्रकार 
'प्रतिच्छेदित करती है कि क्रमागत अंतः कोण ; 
८4 + ८8  80? 
470 | 22 ... (6) 
इसी प्रकार, () और (2) से 
८4 + ८70 5 ८9+ ८८! ८ 800 
“* 48 || 2८ ... (7) 
अतः (6) और (7) से 
428८7 एक समांतर' चतुर्भुज है। 
प्रमेथ .2 (ग) (प्रमेय 8. (ग) का विलोस) 
यदि एक चतुर्भुज के विकर्ण परस्पर समद्विभाजित करते हों, तो चतुर्भज एक समातरचतुर्भुज होता है। 


दिया है: चतुर्भुज 48८70 जिस में विकर्ण 4(' और & 0 
870 परस्पर बिन्दु 0 पर इस प्रकार प्रतिच्छेद 
। करते हैं, कि 40 +- 0८ और 80 + 00 कर्ज 
(आकृति .2) ०3 


सिद्ध करना है :.49८70 एक समांतरचतुर्भुज है। लि 
' 8 ॥#] 


आकृति [[,2 
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उपपत्ति:. त्रिभुज 40/0 और त्रिभुज ८७४ में, 


40 - 00 
070 +- 08 (दिया है) 
“4070 ८८७४ (शीर्षाभिमुख कोण) 
45 40705 ७ ८679 (भुजा कोण भुजा स० अ०) 


और ८4000 5 ८0€फ 

क्योंकि, ये एकांतर अंत: कोण हैं, जो तिर्यक रेखा .4 ८ का 470 और 2८ से प्रतिच्छेद 

करने से बने हैं, 

“» 4/2 || 8८. 

इसी प्रकार 4४ || (४0 

अतः 48८7) एक समांतरचतुर्भुज है। 
प्रमेय .2 (घ) : एक चतुर्भुज समांतरचतुर्भुज होता है यदि उसकी सस्मूख भूजाओं का एक यरम 
परस्पर बराबर और समातर हों। 


९. 

दिया है: चतुर्भज 48८7) जिसमें े 

42 - ८7), और 40४ | (2 

(आकृति .]3) 
सिद्ध करना है : 48८77 एक ्मांतरचतुर्भज है।. & 8 
रचना : त्रिभुजों 48८! और ८४) में, आकृति .3 

48 - (7 (दिया है) 

4८ - 4८7 (उभयनिष्ठ ) 

“24८ - ८70८4 एकांतर अंत: कोण, 48 || ८४०) 


( 
0 48८ 5 3 ८724 (भुजा-कोण-भुजा सर्वागसम अभिगृहीत) 
अतः 28८4 - ८7046! 
- 42 ॥ 9८2 
अतः 48 || (४० और 470 || 2८ 
“ #(7) एक समांतरचतुर्भज है। । 
संक्षेप में 
प्रभेय .2 ; एक चत॒र्भज समांतरचतुर्भुज होता है। 
(क) यदि सम्मुख भुजाओं के दोनों युगम परस्पर बंराबर हों; 
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या (ख) यदि सम्मुख कोणों के दोनों युग्मों में से प्रत्येक परस्पर बराबर हों 
या (ग) यदि विकर्ण परस्पर समद्विभाजित करते हों 
(घ) यदि सम्मुख भुजाओं का एक यूग्म, बराबर और समांतर दोनों ही हो। 


प्रश्तावली ॥.2 


[. आकृति ।.4 में, 48८7० एक समांतरचतर्भज है। 
“ और ९ भुजाओं 49 और ८7) के क्रमश: मध्य 
बिन्दु हैं। दिखाइए कि 4,(८४ एक समांतरचतुर्भुज 
है। 


गत 


६ 5 


आकृति ].]4 
2. आकृति .]5 में, समांतरचतर्भज 49८५४) की हि 


सम्मुख भुजाओं .49 और 70८ के मध्य बिन्द क्रमश 0 है। ् 
“ और 7 हैं। 4.४ और /0 7 को मिलाया गया है, जो 2९ 2४६ 
/ पर परस्पर प्रतिच्छेद करते हैं। (४ और 89४ को (| 
मिलाया गया है, जो (2 पर परस्पर प्रतिच्छेद करते हैं। 28 
दिखाइए कि १४८27 एक समांतरचतुर्भुज है। है पं 8 
आकृति ,5 

3. आकृति [.व6 में, 4४८४0 एक समांतर चतर्भज है 
और » 79 विकर्ण 870 पर ऐसे बिन्द हैं कि 
7/ - #7। सिद्ध कीजिए कि 4४2४ एक हा 
समांतरचतुर्भुज है। 


७ 


+--->+ 


आकृति [.6 


4. 48 और ८70 दो समांतर रेखाएं हैं। एक तिर्यक रेखा / रेखा 49 को ,€ पर और रेखा 
८7 को 9 पर प्रतिच्छेद करती है। सिद्ध कीजिए कि अंतः कोणों के समद्विभाजक एक 
समांतरचतुर्भुज बनाते हैं जिसका प्रत्येक कोण समकोण है। 

5. & 4.9८ और 6 70777 में 48, 2४८ क्रमशः /)77 और 72४7 के बराबर और समांतर हैं; 
दिखाइए कि .4(/ और 707? समांतर और बराबर हैं। 
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88.4 आयत,; समचतुर्भज और वर्ग 
अब हम कूछ विशेष प्रकार के समांतरचतुर्भुजों अर्थात्‌ आयत, समचतुर्भुज (70077008) और वर्ग का 
अध्ययन करेंगे। (आकृति .7) 


5. हि. ५ 





का की 
फ़ 


() आयत ' '() समचतुर्भुज (0) बर्ग 
आकृति .7 |. “४ ' 


आइए इममें से प्रत्येक को एक विशेष गुणधर्म वाले समांतरचत्‌र्भज के रूप में परिभाषित करें 


परिभाषा : आयत : आयत एक समातेर चतुर्भुज होता है जिलका एक कोण समकोण है। 

आकृति .7 (0) में, 48८70 एक आयत है, क्योंकि 48८४) एक समांतर चत॒र्भज है और 
इसका एक कोण ८4 समुक़ोण है। 

क्योंकि 4/0 || 92, और रेखा 47 इन्हें 4 और # पर प्रतिच्छेदित करती है, इसलिए 
८4 + ८89 5580", पर क्योंकि /.4 90" , इसलिए /8 -- 90", इसी प्रकार हम दिखा सकते हैं, 
कि /८ 5 90" और /70 - 90?। अत 

८4 5 ८85 ८८ < ८70 ८ 90९ 
अतः हमें निम्न उपप्रमेय प्राप्त होता है। 
आयत के चारों कोणों में से प्रत्येक कोण एक समकोण होता है। 


परिभाषा : समचतुर्भुज : समचतुर्भुज एक समातरचतुर्भुज होता है, जिसकी क्रमागत भुजाओं का एक 
युस्म बराबर हो। 


आकृति .7 (0) में, !(2/२५ एक समचतुर्भुज है क्योंकि (27९5 एक समांतरचतुर्भज है और 
इसकी क्रमागत भुजाएं /(2 और /१$ बराबर हैं। 
क्योंकि /(27९५ एक समांतर चतुर्भुज है, इसलिए /(2 ८ १४ और #$ - (02 क्‍योंकि ये 
सम्मुख भुजाओं के दो युग्म हैं। परन्तु हमें ज्ञात है कि (2 <- 2९ ' 
» 220 - 28 ८5 28 ८ #& 


| २३३ 


, सिद्ध करेंगे। ' ्ि 


समांतरचतुर्भज 


इस प्रकार हमें निम्न उप-प्रमेय प्राप्त होता है: 
समचतुर्भुज की प्रत्येक भुजा एक सी लम्बाई की होती है; या 
समचतुर्भुज की चारों भुजाएं परस्पर बराबर होती हैं। 


परिभाषा : वर्ग : वर्ग एक आयत है जिसकी को क्रमागत भुजाएं बराबर हों। 
: आकृति .]7 (0 में, #76प्र एक वर्ग है; क्योंकि [] ॥770[# एक आयत है और इसकी 
क्रमागत भुजाएं 7४" और 57 बराबर हैं। 
आयत और समचतुर्भज से प्राप्त परिणामों के अनुसार वर्ग 5776 में 
८8 ८ ८7८ ८6 + ८पर 5 90९ 
"और 77 5 #6 < 0प + प्र पु 
दूसरे शब्दों में, वर्ग का प्रत्येक कोण समकोण होता है और चारों भुजाओं में से प्रत्येक. एक सी 
लम्बाई की होती है। . ५ ' | 
हम जानते हैं कि समांतरचतुर्भुज के विकर्ण परस्पर समद्विभाजित करते हैं। यह कथन आयत, 
समचतुर्भुज और वर्ग के लिए भी सत्य है क्योंकि इन में से प्रत्येक समांतरचतुर्भुज है। निम्नलिखित प्रमेयों.._ 


में हम इन विशेष समांतरचर्तुर्भजों के विकर्ण सम्बन्धी कुछ अतिरिक्त गुण धर्मों का कथन देंगे और उन्हें 


हर] 


प्रमेण .3 : आयत के विकर्ण समान लम्बाई के होते हैं। 


विया है: आयत 48८00 


4८ और 870, आयत 48८7) के विकर्ण हैं; (आकृति .8) 
0 ० 


है? 


हि आकृति !.8 3 
सिद्ध करना है :.4८/ + 80 * 
उपर्पत्ति:. क्योंकि 0] 49८7) एक आयत है, 
:. ] 48270 एक समांतरचतुर्भुज है और उस का एक कोण समकोण है। मान 
लीजिए ८4 5 90? ; 
अब ८4 + ८8 > 80? '.. (क्रमागत अतः कोण, 470॥ 8८) 
८4 5 ८85८ 90९ 
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अब त्रिभुजों 4970 और 842 में, 


479 - 284 (उभयनिष्ठ) 
८4 + ८8 (प्रत्येक समकोण) 
470 5 8८ ( |” की सम्मुख भुजाएं) 
4 4970 55 384८ (भुजा-कोण-भुजा सर्वांगसम अभिगृहीत) 
अत: 870 < 4८ 


प्रभेय .4 : समचतर्भज के तिकर्ण परस्पर लम्ब होते हैं। 


विया है : समचतर्भज 429८४ 
समचतभंज 47८00 के विकर्ण 4० और 500 परस्पर बिन्दु 0 पर प्रतिच्छेद करते हैं। 
(आऊति .9) छ ८ 

सिद्ध करना है : /((08 -- 907 





(् .9 
मि छे 
उपपत्ति:. वयोकि 487 एक क्षमचत॒र्भुज है, 
8८7) एक ऐसा समांतरचत्‌र्भुज है कि 
4ग 5; 82 > 722! (परिभाषा से)... () 
वर्योकि समातरचत्‌र्भज के विकर्ण परस्पर समद्विभाजित करते हैं, 
« #0 5 070 और 4(2 5 0८ (2) 
अब 3 79000" और 5 700८ में, 
#05- 200 (ऊपर (2) से) 
8८ < 0८ ; [ऊपर (]) से] 
तन 0८2 ' (उभयनिष्ठ) 
-.. 82005 8७ 000 (भुजा-भुजा-भुजा सर्वागसम प्रमेय) 
5 ८800ए- ८7202 
लेकिन ८800 + ८7000 5 80९ (रैखिक युग्म अभिगहीत) 


'. ८802 < ८7000 < 90? 
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उपप्रमेय : वर्ग के विकर्ण बराबर तथा परस्पर लम्ब होते हैं। 


उपपत्ति : विद्यार्थी के लिए अभ्यास के रूप में छोड़ दिया गया है। 
[संकेत : प्रमेय .5 और ,6 का प्रयोग कीजिए।] 


प्रमेय .5 (प्रमेय .3 का विलोम) 0 ८ 
यवि समातरचतुर्भज के विकर्ण बराबर हों, 
तो वह एक आयत होता है। 
विया है: ( 48८70 एक समांतरचतुर्भुज है। 
जिसमें .4८/ ८ 870 (आकृति .20) 


सिद्ध करना है: |”” 48८70 एक आयत है। 4 
उपर्पत्ति: .. त्रिभजों 489८0 और 70069 में, व क 
478 - 70८ ( |" की सम्मुख भुजाएं) 
#८ < (7 (उभयनिष्ठ) 
और 4८ - 708 (दिया है) 
-. 0 4290 54 0 0८7 (भु-भु-भ्‌ सर्वागसभ प्रमेय) 
“ ८49८0 - ८78८ 
परन्तु ये तिर्यक रेखा 8८! और समांतर रेखाओं 48 और ८/0 द्वारा बनाए एक ही ओर 
के अन्तः कोण हैं। 
८48८ + ८0८79 ८ 80० 
अतः ८48८ ८ 90? 


॥*" 42८70 एक आयत है। 


प्रमेय .6 : यदि समातरचतुर्भुज के विकर्ण परस्पर 
त्म्ब हों, तो वह एक समचतुर्भज होता है। 





दिया है: 48८7) एक समांतरचतुर्भुज है। 
और .4८ । 870 (आकृति .2) 
आकृति ।.2] 
सिद्ध करना है: |” 49८72 एक समचतुर्भुज है। 
उपपत्ति मान लीजिए .4८ और #/0, बिन्दु 0 पर परस्पर प्रतिच्छेद करते हैं। 
< 400 और ७ ८207 में, 
40-< 0८ ( ॥" के विकर्ण समद्विभाजित करते हैं) 


८4070 5 ८८00 ह . * (प्रत्येक समकोण) 
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09 - 070 | (उभयनिष्ठ) 
५ 4400 5 3 ८00 (भु-को-भु स० अभिगृहीत) ' 
अतः 470 + ८० 


इसलिए ||” 48८70 एक समचतुर्भुज है। 
उप-प्रमेय : यदि समातर चतुर्भुण के विकर्ण बराबर और लम्ब हों, तो वह एक वर्ग होता है। 


उपपत्ति:. इसे विद्यार्थी के लिए अभ्यास के रूप में छोड़ दिया गया है। 
[संकेत : प्रमेय [.5 और .6 का प्रयोग कीजिए।] 


प्रश्नावली .3 
. सिद्ध कीजिए कि आयत की भुजाओं के म्॒ध्य बिन्दुओं को मिलाने वाले रेखाखण्डों से एक 
समचतुर्भुज बनता है। 
2. [.479८70 एक समचतुर्भज है और / 2 7९ $ क्रमश: 48 2८, ८7), 204 के मध्य 
बिन्दु हैं। सिद्ध कीजिए कि [] /(272४ एक आयत है। 
3, एक चतुर्भुज 489८0 के विकर्ण परस्पर; लम्ब हैं। सिद्ध कीजए कि इसकी भुजाओं के , 


मध्य बिन्दुओं को मिलाने वाले रेखाखण्डों से एक आयत बनता है। 
4. सिद्ध कीजिए कि एक वर्ग की भुजाओं के मध्य बिन्दुओं को मिला कर बनाया गया 


चत्र्भज एक वर्ग होता है। 

5. निम्न लिखित आकृतियों में से, किन-किन के विकर्ण परस्पर समद्विभाजित करते हैं? 
(क) समलम्ब (ख) समांतरचत्‌र्भज 
(ग) समचतु्‌र्भज (घ) आयत 


इनमें से किन-कित के विकर्ण परस्पर लम्ब होंगे? 
इनमें से किन-किन के विकर्ण परस्पर बराबर होंगे? 
.5 समांतर रेखाएं और जिभज 


समांतर चतर्भजों पर भिन्न-भिन्न प्रमेयों का प्रयोग कर, अब हम त्रिभज के सम्बन्ध में कछ रोचक और 
उपयोगी परिणाम प्राप्त करेंगे। ” 


प्रभेय .7 ; त्रिभज की दो भजाओं की मध्य बिन्दओं को मिलाने वाला रेखाखण्ड तीररी भणजा के 
समातर और लम्बाई में उसका आधा होता है। 


समांतर चतुर्भुज 


दिया है : 


सिद्ध करना है :0) 70४ || 22" और 


',. रचना: 


ह उपपत्ति : 
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एक जिभुज 4४2८ में, 2, भूजा 
42का मध्य बिन्दु है और #, भूजा 
4८ का मध्य बिन्दु है। 07 को * # 
मिलाया गया है। (आकृति 4.22) 







निशा >लंद कपल्स 


(0) 0956 +- ध्प 8. 


* 8 आकृति 4] 22 € 
रेखा खण्ड 7020 को # तक बढाइए हि 
जिससे कि 098 > कफ * 
#८ को मिलाइए। 
त्रिभुज .4/70 और तिभुज ८४ में 
4क्च््त्फ ह (दिया है) 
+ खनन का! ' ; । (रचना) 
८405 ८टाका ' (शीर्षाभिमुख कोण) 
5 4770508 टफ्कर ' (कोण-भूजा-कोण सर्वांगसम अभिगुहदीत) 
१ अतः 470 5 (77 .« () 
८47 - ८टाक ... (2) 
अब (]) से, 
472 5 ८फ्र ह 
और 470" ; (दिया है) 
"यानमऊट : .. (3) 


] 


फिर, क्योंकि 2/0 470 और #८ को /0 और # पर प्रतिच्छेदित करती है, और एकांतर 
अन्त: कोण | 


८477 + ८(फ्फ ... ऊपर (2) से) 
ज्ब्)म्ट रे ... (4) 
परिणाम (3) और (4) से बे 

0] 2८770एक समांतरचतुर्भुज है। ४ (5) 
अतः 707 || 82 और 707 + 8८ (॥” की सम्मुख भुजाएं) 
परन्तु 7) 5, /? सरेख है और 708 + कटा (रचना) 


! 
५ 08 || #८ और 98 5 7 8 


। 
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प्रमेय [.8 (प्रसेथ 87 का विलोभ) 


त्रिभुज की एक शर्ा 7 ०. , मे, एक अन्य भजा 
के समातर खी व ५४ रखा, तीसरी भुजा को उसके 
मध्य बिन्दु पर प्रतिच्छोदित करती है। 


विया है : 


सिद्ध करना है 
उपपत्ति : 


. आकृति .24 में, समबाह त्रिभुज 48८ में 
2) # और # क्रमशः भुजाओं 9८; ८.4 और 
48 के मध्य बिन्दु हैं। सिद्ध कीजिए कि 
4 20077 भी एक समबाह्‌ त्रिभुज है। 


त्रिभुज 49८ में, (0 भुजा 4४ का मध्य 
बिन्दु है। 2) से 9८ के समांतर खींची 
गई रेखा त्रिभुज की भुजा 4८ को बिन्दु ६४ 
# पर प्रतिच्छेदित करती है (आकृति .23)। आकृति [.23.._0 





:%, 4८? का मध्य बिन्दु है। 


हम अप्रत्यक्ष विधि से इस प्रमेय को सिद्ध करेंगे। 

मान लीजिए # भुजा 4८ का मध्य बिन्दु नहीं है, और मान लीजिए कि #* भुजा 4८! 

का मध्य बिन्दु है। 

अब त्रिभुज .49८ में, /), 48 का मध्य बिन्दु है, और ४१ ,4८! का मध्य बिन्दु है, 
700" || 82 (]) 

परतु 77% | 2८ है (2) 

() और (2) से स्पष्ट है, कि दो प्रतिच्छेदी रेखाएँ 7)98 और 07 दोनों रेखा 8८ के 

समांतर हैं। 

पर यह तो अंतर्विरोध है। ' (समांतर अभिगुहदीत) 

इस प्रकार हमारी कल्पना गलत है। 

अत: 4& + 2८ 

अर्थात & .4८' का मध्य बिन्दु है। 


प्रश्नगावली .4 





जाकुति ॥॥.24 


समातरचतुर्भज 


2. 


सिद्ध कीजिए कि किसी चतुर्भुज की क्रमागत 
भुजाओं के युग्मों के मध्य-बिन्दुओं को मिलाने 
वाले रेखा खण्डों से बना चतुर्भज (आकृति 
.25) एक समांतरचतुर्भज होता है। 


. & 49८ का ८8४ समकोण है और / भुजा 


4८ का मध्य बिन्दु है। सिद्ध कीजिए कि 
79-< 74 ध् 4८ 


[संकेत : /? से होती हुई 8८' के समांतर एक 
रेखा खींचिए, जो 49 को (2 पर मिलती हो।] 


. सिद्ध कीजिए कि तरिभुज की भुजाओं के मध्य 


बिन्दुओं को मिलाने वाले रेखा खण्डों से जो 
चार त्रिभुज बनते हैं, वे परस्पर सर्वोंगसम होते 


हैं। 


., आकृति .26 में, & 48८ में, 48 - 4८7। 


बिन्दु /0, 2, #'क्रमश: भुजाओं ४८, 48 और 
40८ के मध्य बिन्दु हैं। सिद्ध कीजिए कि रेखा 
खण्ड 3), रेखा खण्ड #५7 पर लम्ब है और 
इसको समद्विभाजित करता है। 


, आकृति .27 में, 48८70 एक समांतर- 


चतुर्भुज है। £ और #' क्रमश: भुजाओं 478 
और ८५ के मध्य बिन्दु हैं। सिद्ध कीजिए कि 
रेखा खण्ड 477 और ८४;, विकर्ण 870 को तीन 
बराबर भागों में विभाजित करते हैं। 


].6 अंतःखण्ड 
परिभाषा :यदि एक समतल में दो रेखाएं। और ॥॥, (समांतर अथवा प्रतिच्छेदी) दी हुई हों, और यदि 
एक तीसरी रेखा# उन्हें भिन्‍न बिन्दुओं# और 0 पर प्रतिच्छेदित करती हों, तो रेखाखण्ड/१(2 को, दी 
हुई रेखाओं द्वारा इस (तीसरी रेखा) पर बनाया गया अंतःखण्ड कहते हैं (आकृति 7.28)। 
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आकृति .25 


4 
हा 
8 0 0 


आकृति .26 


हि तल 
अल 5 
8 ( 


आकृति ].27 
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आकृति .28 


आपको निम्नलिखित परिणाम तो याद होगा, जिसे पहले सिद्ध किया जा चुका है। 
त्रिभृज की एक भुजा के मध्य बिन्दु से एक अन्य भजा के समांतर खींची गई रेखा, तीसरी भजा का 


उसके मध्य बिन्दु पर प्रतिच्छेद करती है। 


आकृति .29 में, मान लीजिए 2), भुजा 4# 
का मध्य बिन्दु है और 727 | 20 है। तो प्रमेय के 
अनुसार 4# 5 #८। मान लीजिए, .4 से होती हुई 
282८ के समांतर रेखा 4.४ खींची गई है। 45, 707 
और 8८ तीन समांतर रेखाएं हैं। ये रेखाएं, 48 पर 
अंतः खण्ड 4/) और /078 बनाती हैं और .4८' पर 
अंत: खण्ड 47 और #(८! बनाती हैं। अतः प्रमेय के 
अनुसार यदि 4/0 ++ 708 तो 478 ८ &८। हम एक 
और अधिक व्यापक आकृति पर विचार कर सकते 
हैं। (आकृति .30)। 

क्या अब भी हम यह कह सकते हैं कि यदि 
4770 5 709 तो 427 55 #('। सम्भवत:, हां। हम 
अगले प्रमेय में, इस तथ्य का कथन देंगे और उसे सिद्ध 
करेंगे। 





आकृति .29 





्ड्् .30 


प्रभेय .9 : यदि तीन समातर रेखाएं हों और उनके द्वारा, एक तिर्यक रेखा पर बनाए गये अंतःखण्ड 
बराबर हों, तो किसी अन्य तिर्यक रेखा पर उनके हारा बनाये गए अंत:खण्ड भी बराबर होंगे। 


दिया हैं ॥ 70, 8 तीन समांतर रेखाएं है। 9 एक तिर्यक रेखा है, जो ॥ #, # को क्रमशः बिन्दुओं 


४, &, (2! पर प्रतिज्छेदित करती & और 9 


खि 


समांतरचतुर्भुज 


24] 


4 एक अन्य तिर्यक रेखा है जो | #, # को क्रमशः बिन्दुओं ।), #, /” पर प्रतिच्छेदित 
करती है (आकृति ].3)। 





आकृति 4.3] 


सिद्ध करना है :/07 ८ ५7 


रचना 


उपपत्ति : 


बिन्द /: से, रेखा /? के समांतर एक रेखा खींचिए जो । और # को क्रमश: 6 और म्न पर 
प्रतिच्छेदित करे (आकृति .3] 


क्योंकि 40 || ८7 (दिया है) 
और 67 || 479 (रचना) 
/ 746/% समांतरचतुर्भज है। .« () 
इसी प्रकार [) #7फ्न८ समांतर चतुर्भुज है। .« (2) 
(।) और (2) से ' 

6 ८ 428 (॥" की सम्मुख भुजाएं) 

कार 2८ (|! की सम्मुख भुजाएं) 
परन्तु 48 + 8८ (दिया है) 
+ छठ न म्फ्ा . (3) 
अब त्रिभुज 6790 और त्रिभुज प्रा में, 

द्एन्मट ऊपर (3) से) 

८ताय्री 5 माफ (शीर्षाभिमूख कोण) 

८7207 "| ८5 (एकांतर अंतःकोण, 69 ॥ हम) 
' 3 0.0 5 3 महा (कोण भूजा कोण स्वांगसम प्रमेय) 


अत: 98 + कफ 
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प्रश्नावली .5 


. आकृति !.32 में, समलम्ब 49८0) में 4४ || /2८' और बिन्दु #, भुजा 4/2 का मध्य 
बिन्दु है। £ से होती हुई 4.8 के समांतर खींची गई रेखा, 8८" को #' पर मिलती है 
(आकृति .32)। सिद्ध कीजिए कि #' भुजा 8८ का मध्य बिन्दू है। 

2, 4,» दो बिन्दु, रेखा / के एक ही ओर स्थित हैं। 4/0 | / और 87 । / / को क्रमशः 
2) और # में मिलते हैं। ८, 4# का मध्य बिन्दु है (आकृति .33)। सिद्ध कीजिए कि 
८205 (फऋ 


है 
--+> 


हा 5 , ह 
भाकृति ].32 आकृति ॥.33 


3, समलम्ब 48८0 में, असमांतर भुजाओं 472 और 8 के मध्य वन्द क्रमशः // और 
2” हैं (आकृति .34)। सिद्ध कीजिए कि 
के हे | 
(क) 7 | 48 और (ख) /77 5 - (४8+ ८७) 
[संकेत : (क) के लिए अप्रत्यक्ष विधि का प्रयोग कीजिए और (ख) के लिए 3 ,4४/0 
और . ८४28 को लीजिए।] 


आवान || 34 
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4. ४ 48८ में, शीर्ष 4 से खींची गई रेखा 470 माध्यिका है, और #, 70 का मध्य बिन्दु 
है। 8८ को बढ़ाने पर, यह 4८2 को # पर मिलती है (आकृति .35)। सिद्ध कीजिए कि 


] 
#---- 4८2 
हट ठठ 4९. 


आकृति .35 


5. त्रिभुज 48८ में, भुजा 4४8 को बिन्द ॥/ और /(, तीन बराबर भागों में बांटते हैं। दोनों 
रेखाखण्ड ॥/? और /४८2 भुजा 8८ के समांतर हैं और 4८7 को क्रमश: / और (? पर 
मिलते हैं। सिद्ध कीजिए कि £ (2 भुजा .4८ को तीन बराबर भागों में बांटते हैं। 

6. दिखलाइए कि चतुर्भुज की सम्मुख भुजाओं के मध्य बिन्दुओं के मिलाने वाले रेखाखण्ड, 
परस्पर समद्विभाजित करते हैं। 

[सिंकेत ; यह दिखाइए कि ये समांतरचतुर्भुज के विकर्ण हैं।] 


अध्याय 2 
बिन्दुपध और संगामी प्रमेय 


2. बिन्दपभ 


बिन्दृपथ (0208) बिन्दुओं का एक समुच्चय होता है। 
आइए हम बिन्द्पथ से संबंधित कुछ उदाहरण लें : 
() भान लीजिए कि समतल में, 0एक बिन्दु है और 
एक धन वास्तविक संख्या है। समतल के वे सभी 
बिन्दु जो 2 से दूरी । पर हैं, एक बिन्दुपथ बनाते 
हैं। यहाँ बिन्दुपथ एक वृत्त है, जिसका केन्द्र 0 
और त्रिज्या । है। (आकृति 2.) 


न्ए 


आकृति 2,] 


(2) दोसमांतर रेखाएं /और 00 लीजिए। ऐसे सभी बिन्दुओं की कल्पना कीजिए जो / और ॥ से _ 
समद्रस्थ (०५४०४99्वा॥) हों। यह एक रेखा ॥ है जो /और ॥ दोनों के समांतर है और उन 





के मध्य में स्थित है (आकृति 2.2)। 
4 ७६४ 3 वन कल + मर ? |४!| 
अगस2-->--ननस>ं>9»%० >ननन>०+«+> से >+++> आऔ++->>की ली. सअससससससस: ७ सीना सच कि 
|) 4 
शं््ि्ििजितजजज+-ा जज ४ »जमा+ै+है+5+् 3 &ो-+त+ततत3ततततंनंनंन २ ._ _ २ 
ह ल्‍्> 
ि गा ॥ 
कल तत्तत+त+-_+त_+-+++_+_> बँ-..-तकननननी+ीतीी--नयनम-न+ननन-नन न स+«०>-+-न>+-जन+ 
आकृति 2,2 आकृति 2.3 


(3) मान लीजिए /एक रेखा है और ८ एक धन वास्तविक संख्या है। ऐसे सभी बिन्दुओं की 
कल्पना कीजिए जो / से दूरी ८ पर स्थित हों। यहां हमें दो रेखाएँ 7 और 7 प्राप्त होती हैं जिन 
में से प्रत्येक /के समांतर है, और / से दूरी 4पर स्थित है। इन दोनों रेखाओं को एक साथ लेने 
पर अभीष्ट बिन्दुपथ प्राप्त होता है। (आकृति 2,3) 
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उदाहरणों को देखने से यह पता चलता है कि प्रत्येक उदाहरण में बिन्दु एक दिए हुए प्रतिबच्ध को 
संतुष्ट करते हैं और प्रत्येक में हमें एक बिन्दु पथ प्राप्त होता है। अब हम इस संकल्पना को औपचारिक 
रूप से परिभाषित कर सकते हैं। 


परिभाषा : बिन्दुपथ ऐसे सभी बिन्दुओं का समुच्चय होता है जो कुछ दिए हुए प्रतिबन्धों को संतुष्ट 
करते हैं। 

इस परिभाषा को देखने,से पता चलता है कि इसमें निम्नलिखित दो पूरक विचारों का समावेश है : 

0) दिए हुए प्रतिबन्धों को संतुष्ट करने वाला प्रत्येक बिन्दु बिन्दुपध का एक बिन्दु है, और 

(४) बिन्दुपथ का प्रत्येक बिन्दु दिये हुए प्रतिबन्धों को संतृष्ट करता है। 

इस प्रकार हम किसी बिन्दुपथ और उसको निर्धारित करने वाले प्रतिबन्धों को अभिन्‍न समझ 

'कते हैं। एक से दूसरे का आभास होता है। 

क्योंकि विन्दृुपथ एक समुच्चय होता है, इसलिए संभवत्त: दो बिन्दपथों के सम्मिलन या उनके 
सर्वनिष्ठ से हम एक नया बिन्दुपथ प्राप्त कर सकते हैं। यदि $, और &; दो बिन्दुपथ हों, तो $, (/ &: 
और 5, / 5: भी संभाव्य (नए) बिन्द्पथ होंगे। 

अब हम दो महत्वपूर्ण बिन्दु पथों पर विचार करेंगे। इनका महत्व इसलिए है क्योंकि इनका प्रयोग 
दूसरे प्रमेयों को सिद्ध करने या ज्यामितीय रचनाओं में किया जाता है। 


2.2 दिये हुए दो बिन्दओं से सम-द्रस्थ बिन्दु 


मान लीजिए ,4 और # दो बिन्दु दिये हैं। आइए अब हम उस बिन्दु ? के बिन्दुपथ पर विचार करें जो 
प्रतिबन्ध 477 -- 57 को सन्तुष्ट करता हो। 

यदि 39, रेखा खण्ड 48 का मध्य बिन्दु है तब 
4720 5 ।08 और इस लिए ।2, अभीष्ट बिन्दु पथ का के 
एक सदस्य है। मान लीजिए 0 से भिन्‍न 2एक अन्य 
ऐसा बिन्दु है, जिससे कि 4४ -- #/ है। 

हम देखते हैं कि यदि /४० को मिला दें तो 47 
और #9# वो निभूजों 4/07 और #77 की भुजाएं हैं। 
(आकृति 2.4) हम इन त्रिभुजों के बारे क्या कह सकते 
हैं? हम देखते हैं कि भुजा-भुजा-भुजा स्वांगसम प्रमेय 
के आधार पर & 4707 55 4 807 और इस 
प्रकार ८4727 < /2777। भब यह दिखाना सरल है 
कि ८4077 - 90९ या 70 .[ 49 है। अतः 770, 
रेखा खण्ड 49 का लम्ब-समद्विभाजक है। इस रेखा आकृति [2.4 


गिर छ छे 
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को /मान लीजिए। क्योंकि ?कोई भी बिन्दु है, जो 4 और #. से सम-द्रस्थ है, अतः अभीष्ट 
बिन्दपथ / में आविष्ट है। 

प्रश्न होता है कि क्‍या / में ऐसे बिन्द भी हैं जो 4 और # से सम-द्रस्थ नहीं हैं। हम इसे कैसे 
सुनिश्चित करेंगे? रेखा / पर कोई बिन्दु 2? लीजिए, और जांच कीजिए कि .4(0 5 8(0। यदि यह 
संतृष्ट होता हो तो हम लिख सकते हैं : 

]- [27:47 - 970 

जहां ॥ 498 का लम्ब-समद्विभाजक है। 

उपरोक्त चर्चा के आधार पर हम निम्नलिखित प्रमेय को कथन देकर सिद्ध करेंगे। 


प्रभेय 2. : उतर बिन्दु का बिन्द पथ जो दो दिये हुए बिन्दुओं से सम-द्रस्थ हो, इन दो बिन्दृओं को 
मिलाने वाले रेखा खण्ड का लग्ब-समद्रिभाजक होता है। 


(भाग ॥) 


विया है: 4 और #दो बिन्दु दिए हुए हैं। इसी समतल 
में 7 एक ऐसा बिन्दु है कि 
24 ८ 79% है। 
सिद्ध करना है : बिन्दु 2, 49 के लम्ब-समद्विभाजक / पर 
स्थित है। 
रचना: 47 को मिलाइए। 
42 का मध्य बिन्दु ॥/ ज्ञात कीजिए। 
74 और 7४ को मिलाइए। (आकृति 2,5) 
उप्त्ति: यदि 9 ॥४ से अभिन्‍न हो, तो 





ग् 


आकृति 2.5 

470 <- 2(8 (रचना) 
या 47 - 87 

» 2) 49 के समद्विभाजक पर स्थित है।.....() 
यदि, / /४ से भिन्‍न हो, तो 

45 404 और 8 #%!५7 में, 
4 + 80४ (रखना) 
747 - 2047 (उभयनिष्ठ) 
42 - ह8 (दिया है) 

+. 0 4025४ 68 807 (भुजा-भुजा-भजा सर्वागसम प्रमेय) .. 
विशेष रूप से, 


८&सीवैदी +। ८807 
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(भाग ॥) 
दिया है: 


सिद्ध करना है: 
उपपत्ति ; 


परन्तु “4007 + ८8047 - 80० 

“ ८4047 ८ /807 - 900 

या 720 | 479 

क्योंकि 04, 49 का मध्य बिन्दु है, 

“ #04 .48 का लम्ब समद्विभाजक (४) होगा या 70/ और रेखा / समान होंगे 
» 2पर स्थित है। 









दो बिन्द्‌ 4 और # हैं। रेखा ॥, .48 का 2 
समद्विभाजक है, जो इसे बिन्दु ॥४ पर 
समद्विभाजित करती है। 

(रेखा /पर कोई बिन्दु है। 4/2और 80 को * 
मिलाया गया है (आकृति 2.6)। 


माप 
56 7 80 सपा आकृति 2.6 
यदि (0, 2४ के साथ संपाती हो, तो 

424 + #४ (दिया है) 
या 405 80 
यदि (, /४ से भिन्‍न हो, तो 
404 +; 89068 (दिया है) 
340 + 24५0 (उभयनिष्ठ) 
“.4080 5 ८80४० (प्रत्येक समकोण) 

५ 4040 55 5 8080 (भुजा-कोण-भुजा स० अ०) 

5 4040 और ७ 200 में, 
विशेष रूप से, 
4605 80 


उदाहरण 42.4: 4 /%८, & (४८और ७ 8८, एक ही आधार #9८/पर तीन समद्विवाह्‌ त्रिभुज 


हैं। दिखाइए कि 
दिया है : 


/2 (१ और +#€ सरेख हैं। 
377८, 5 (४2और 5 778८ ऐसे हैं कि 
795 ४?८2,  (08- 0८ 7895 #?८ 


(आकृति 2.7) 
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सिद्ध करना है: /? (0, /? सरेख हैं। 
हल: 


(विश्लेषण : यह दिखाने के लिए कि ।9 (और ३? संरेख हैं, 
हमें एक ऐसी रेखा मालूम करनी है, जिस पर ये तीनों बिन्दु 
स्थित हों या जिससे यह पता चले कि ॥९ रेखा 7(2 पर स्थित है। 
हम जानते हैं, कि & 79८, समद्विबाह्‌ त्रिभुज है और 
79 - ?८है। क्‍या आप ऐसी रेखा सोच सकते हैं जिस पर #? 8 
स्थित है। हां, ऐसी रेखा, रेखा खण्ड 9८'का लम्ब-समद्विभाजक 





है।) 

उपपीत्ति: क्‍योंकि & /9८ समद्विबाह्‌ त्रिभुज है <> है) 
» 8-८ ९८ 
हम जानते हैं कि उस बिन्दु का बिन्दु पथ, जो 
8 और ८ से बराबर दूरी पर है, 8८' का आकृति 2.7 
लम्ब-समद्वि भाजक होता है। मान लीजिए 
यह रेखा / है। 
» #,पर स्थित है। ... () 
इसी प्रकार (0, / पर स्थित है ... (2) 
और ॥?, / पर स्थित है . (3) 
(), (2) और (3) से 


£, 0, 7? सरेख हैं। 


प्रश्शावली 2. 


बा ७ /+$८और ७ (४८एक ही आधार 80'पर एक ही और दो यमद्विवाहु त्रिभुज हैं (आकृति 
2.8)। दिद्याइए कि रेखा १0 रेखाखण्ड 92'को समह्िि भाजित करती हे और उस पर लम्य है। 
# 5 77एजोर & (फ़ट'एक ही आधार पर विपरीत दिशा में दो समट्विकाएु त्रिभुज हैं। (आकृति 
2.9)। दिखाइए कि रेखा 4९५, रेखा लण्ड #(' का लम्ब समद्विज्ञाजक है। 
3, सिछ कीजिए कि उन वृत्ती के केन्द्रा का बिन्दु पथ, जो घिच्दुओं 4 और 8 से होकर जाते हैं, रेखा 
खण्ड 0# का लमभ्य-समह्विभाजक हैं। 
4, सिद्ध कीजिए कि यदि किसी चतुर्भुज के बिकर्ण पररगर सम्विभाजित करते हों और परस्पर लम्ब 
हों, तो वह चतुर्भुज समचतुर्भज होगा। 
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डे 


आकृति 42.8 आकृति 2.9 


[संकेत : यदि 48८"7चतुर्भज है, और इस के विकर्ण 4८! और 870 प्ररस्पर लम्ब हों और परस्पर 
समद्विभाजित करते हों, तो क्योंकि .4, 970 के लम्ब-समद्विभाजक पर है, अतः 4४8 - ,472। 
इसी प्रकार, 84 -- 8८) इत्यादि।] 

5. उन बिन्दुओं का बिन्दुपथ क्या होगा जो तीन असंरेख बिन्दुओं .4, 9 और ८'से समान दूरी पर हों? 
अपने उत्तर की पृष्टि कीजिए। 

6. यदि तीन भिन्‍न बिन्दु एक रेखा पर स्थित हों, तो उन बिन्दुओं का बिन्द्पथ क्या होगा जो इन 
बिन्दुओं से समान दूरी पर हों? 

7. 7रेखाखण्य ?(7कालजम्य समद्विभाजक है और बिन्दु २, 
रेखा / के उम्र ओर है जिस ओर बिन्दु # है रेखा खण्ड 


7१0, रेखा । की बिन्दु ऋपर काटता है 
(आयति 2.0)। सिल् कीजिए कि टी $; 
ख्र + आ? ८ रए! ह 
ता हु रे. 





रे 


९ भाकृति 42.0 
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2.3 दो प्रतिच्छेदी रेखाओं से समद्रस्थ बिन्दु 


मान लीजिए रेखाएं / और 9), बिन्दु 0 पर 


प्रतिच्छेद करती हैं (आकृति 2.)। हमें उन डर 
बिन्दुओं का बिन्दु पथ मालूम करना है जो / और 
ए से समान दूरी पर हों। परिभाषा के अनुसार यदि 


बिन्दु रेखा / पर न हो, तो /? से पर डाले गए लम्ब 
रेखा खण्ड की लम्बाई ही, / से / की दूरी होती है। 
और यदि / ।पर हो तो / से / की दूरी शून्य होती 
है। 

मान लीजिए, / से ? की दूरी ८ ए से / की 
दूरी -- ८ है। यदि ८ -- 0, तो /१ / पर है और # आकृति 2.] 
पर भी। इसलिए / बिन्दु 0 से अभिन्‍न है। यदि ह 
४७ 0, तो 2 न तो / पर है और न ही # पर। 
इसलिए /? / और 7 द्वारा बनाये गए चारों कोणों 
में से किसी एक के अंतर्गत स्थित है। यदि | 
70४ | (और 7?४ । छा, तो 70/ 55 //४ - ८। आपके विचार में त्रिभूज 070॥/ और 0// कैसे 
त्रिभुज हैं? यह सिद्ध करना सरल होगा कि & 0/0/5 6८ 07/५,_ जिससे कि 
८700 + ८700 इससे ज्ञात होता है कि यदि /! /॥/0/ के अन्तर्गत स्थित है तब 07९ 
८0४0 को समद्विभाजित करता है या / ८॥/0/ के समद्विभाजक पर स्थित है। 

हसी प्रकार # अन्य तीनों कोणों के समद्विभाजकों पर स्थित होगा और इन चार कोणों के 
०4 से दो रेखाएं बनती हैं। मान लीजिए ये 9 और ६ हैं, इस प्रकार/?, # (/ 4 का एक बिन्दु 

गा। 

तब हम कहेंगे कि समुच्चय # (/ 4 ही बिन्दु ? का बिन्दु पथ है, जबकि / (/ में कोई ऐसा 
बिन्४ न हो, जो / और # से समान दूरी पर न हो। इसके लिए, हम / ५/ 4 पर कोई बिन्दु 02 ले सकते हैं 
और यह दिखा सकते हैं कि यह / और # से समद्रस्थ है। 

उपरोकत चर्चा को ध्यान में रखते हुए, हम अगले प्रमेय को कथन देकर सिद्ध करेंगे। 


प्रमेय 2.2 : उस बिन्दु का बिन्दु पथ जो दी हई दो प्रतिच्छेदी रेखाओं से सम दूरस्थ हो, इन रेखाओं से 
बने कोणों को समद्रिभाजित करने वाला रेखा-युस्म होता है। 


(भाग ॥) 
दिया है: दो रेखाएँ 489 और ८70 जो बिन्दु 0 पर प्रतिच्छेद करती हैं और इस प्रकार ये चार कोण, 
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“८04, ८8०0, ८407 तथा ८८0४ बनाती हैं। 

25% और ४25 दो रेखाएं हैं जो इन कोणों को समद्विभाजित करती हैं। 

इस समतल में # एक ऐसा बिन्दु है कि // | 49 और 7४ । ८०) तब 
70 < 7४ (आकृति 2.2)। 





आकृति 2.2 


सिद्ध करना है: (४22) '/ (४09) का एक बिन्दु है। 


रचना; 
उपपीत्ति : 


धि * 


07 को मिलाइए। 

मान लीजिए बिन्दु / “800 के अंतर्गत इस प्रकार है कि 70 | 48 /'४ । ८7 
और /४ - 7५ 

समकोण त्रिभजों 070४ और 000 में, 


070- 07 (उभयनिष्ठ) 

20 ८ #श (दिया है) 

4 00॥ 5 & 07? (समकोण-कर्ण-भुजा सर्वांगसम प्रमेय) 
- ८700-5८ ८70४ 


या? ८४0! के समद्विभाजक 0५ पर है। 


, अत: £ ४0५ (४ 70५पर है। 


इसी प्रकार यदि /? अन्य तीन कोणों के अन्तर्गत स्थित है तो # (४09) (५ (४४५) 

पर होगा और 0 रेखाओं 49 और ८५४0 का एकमात्र प्रतिच्छेदी बिन्दु है, जो इन दोनों 
रेखाओं से समदूरस्थ है, और निश्चय ही 0 समुच्चय 207४ () #'09 पर है। अतः 
' सब दशाओं में 2 70४ (५ 7०४पर है। 
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(भाग ]) 
दिया है: दो रेखाएं 48 और ८7) परस्पर बिन्दु 0 पर प्रतिच्छेद करती हैं और इनसे चार कोण 
८८04, ८400, 27008 और ८80८ बनते हैं। 
2'2एऔर ४27५ दो रेखाएं हैं जो इन चारों कोणों को समद्वि भाजित करती हैं। 
7 #'0४ (४ ?89 का एक बिन्दु है तथा 7॥ । 48 और /!४ । ८7 है। 


(आकृति 2.3) 


 >ल- 





९ 
आकृति 2.3 
सिद्ध करना है : /2/ - 2५४ 


उपर्पत्ति: यदि # और 0 भिन्‍न हों, तो त्रिभुजों 000/ और 0/५ में, 


-02- 07 (उभयनिष्ठ) 
८700 ८ ८70४ (दिया है) 
८07 -+ ८007 (प्रत्येक समकोण) 
» 3 000/5 0 072५ (कोण-कोण-भुजा सर्वांगसम प्रमेय) 
» 28 - #॥ ' 


उदाहरण व2.2 : चतुर्भन 48८५9) के कोण 28 और ८८ के 
समद्विभाजक, बिन्द्‌ / पर मिलते हैं। दिखाइए कि £ सम्मुख 
भुजाओं 49 और ८० से समद्रस्थ हैं। 


हल : 

दिया है: एक चतुर्भुज 48८70 22 और ८८ के समद्विभाजक 
बिन्दु 2 पर मिलते हैं। 
7४ । 49 और //४ । ८7 (आकृति 2.4) आकृति 2.4 
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सिद्ध करना है : //४ -- ४ 


रचना : 
उपर्पत्ति : 


[विश्लेषण : हमें दिखाना है कि /20/ -- /१५। क्योंकि  /# के समद्विभाजक पर है 
इसलिए 7 48 और 2८ से समद्रस्थ है। इससे यह पता चलता है कि हम 
2, । 2८ खींचे। अब 70060 - 7१४, यदि 7७ ८ 2४, और 7४ ८ /7.। इसे हम 
दिखा सकते हैं।] 

2, | #८' खींचिए। 

५» 2 ८४% के समद्विभाजक पर है, 


४» 208 ८ शा, . (! 
' # ८८ के समद्विभाजक पर है, 

» 2,5८5 7५ "७ 4 
() और (2) से 

/॥20 + 2५ 


प्रश्नावलीं 2.2 


], & 482८ में, “4 का समद्विभाजक 4.४, भुजा 2८? को पर प्रतिच्छेदित करता है। 


27, । 48 और 0 । .4८खींचे गए हैं (आकृति 2,5)। क्या 27. ८ 2(0/? क्यों 


अथवा क्‍यों नहीं? 
हि 
हज 
ए? 
फ् 
कट च्णुुओ 
थै व 
६ ( 
आकति 42.5 आकृति 2.6 


2, ८24८ दिया है और एक रेखा, कोण ८8.2 ८ की भुजाओं 4.४ और ४८ को क्रमशः 


बिनन्‍्दुओं (2 और / पर प्रतिच्छेदित करती है (आकृति 2.6) | रेखाखण्ड /(2 पर एक 
ऐसा बिन्दु जो 49 और 4८ से समदरस्थ हो, कैसे ज्ञात करोगे? 


जिस 


क्या ऐसा कोई विस्य सदैव प्राप्त कर सकते हो? 


254 गणित 
3. मानलीजिए ८942 दिया हुआ हो (आकृति 2.7), तो उस बिन्दु का बिन्दुपथ ज्ञात 
कीजिए जो /8/८ के अंतर्गत हो और रेखाओं 489 और4८ से समदूरस्थ हो। 
रा 


-+हे 
आकृति 2.7 
<.4 संगामी ग्रमेय 
, एक त्रिभुज से सम्बद्ध हम निम्तलिखित, दो रेखाखण्ड और ले रहे हैं। 
.. भाषा : त्रिभूज के किसी शीर्ष और सम्मुख भूजा के मध्य बिन्दु को मिलाने वाले रेखा खण्ड को 


त्रिभूज की एक माध्यिका (07/07) कहते हैं। 
रिभाषा 2: उस रेखा खण्ड को, जो त्रिभूज के किसी शीर्ष से, चसम्मृब॒ भूजा को अंतर्विष्ट करने वाली 
था पर लम्ब हो, त्रिभुज का एक शीर्ष-नम्ब (॥0700) कहते हैं। 
तीन या तीन से अधिक रेखाओं को संग्रामी (००॥०४77०7) कहते हैं यदि वे सभी किसी एक बिन्दु से 
होकर जाती है। और उस दशा में, उन के सर्वनिष्ठ बिन्दु को रेखाओं का संगामी बिन्दु कहते हैं। 


(आकृति 2.8) 
4 


॥॥| 


आकृति )2.8 
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त्रिभुज एक ऐसी आकृति है जिसमें तीन भुजाएं और तीन कोण होते हैं। त्रिभुज के प्रत्येक कोण का 
एक समद्विभाजक होता है। इस प्रकार त्रिभुज के तीन कोण समद्विभाजक होते हैं। यह एक रोचक 
तथ्य है कि त्रिभुज के तीनों कोण-समद्वि भाजक संगामी होते हैं, अर्थात्‌ एक सर्वनिष्ठ बिन्दु से होकर 
जाते हैं। हम इस तथ्य को प्रमेय के रूप में कथन देकर सिद्ध करेंगे। 

इसी प्रकार हम दिखाएंगे कि (|) त्रिभुज की भुजाओं के लम्ब-समद्विभाजक, (॥) त्रिभुज की 
माध्यिकाएं और (॥) त्रिभुज के शीर्षलम्ब भी संगामी होते हैं। 

प्रत्येक दशा में, संगामी बिन्दु का ज्यामिति में एक अपना महत्वपूर्ण स्थान है। यही कारण है कि, 
प्रत्येक संगामी बिन्दु को विशेष नाम दिया गया है। 

आगे, हम इन चार प्रमेयों को कथन देकर सिद्ध करेंगे और उन से सम्बद्ध अन्य संकल्पनाओं पर 
विचार करेंगे। 


प्रमेथ 2.3 : त्रिभुज के कोण समद्विभाजक एक 
ही बिन्दु से होकर जाते हैं। 


विया है: 5 42८ में 
“29 और ८८ के समद्विभाजक 
बिन्दु / पर प्रतिच्छेद करते हैं। 
47 को मिलाया गया है। 
(आकृति 2.9) 

सिद्ध करना है : 47, “4 को समद्विभाजित करता है। 

रचना : 70 । 2८ 77 | 40! और 

. ॥ । ४84 खींचिए। 

उपपत्ति: - 7 ८४ के समद्विभाजक पर स्थित है, 
“ 40 "या? .» ()) 
» ॥ ८८ के समद्विभाजक पर स्थित है। 
» ॥70 5-7 .« (2) 
(।) और (2) से 
ए-या 
या ॥ 48 और 4८ से सम दूरस्थ है 
“ 47, “4 को समद्विभाजित करता है। 


परिभाषा : त्रिभुज के कोण-समद्विभाजकों के संगामी बिन्दु को त्रिभुज का अन्तः केन्द्र (॥0७॥86) 
कहते हैं। | 





आकृति 2.9 
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टिप्पणी : त्रिभुज का अन्त: केन्द्र ज्ञात करने के लिए, उसके दो कोणों के समद्विभाजकों का प्रतिच्छेद 
बिन्दु ज्ञात करना पर्याप्त होगा, क्योंकि उपरोक्त प्रमेय के आधार पर, तीसरा कोण समद्विभाजक भी इस 
बिन्दु में से ही होकर जाएगा। 

प्रमेय ।2.3 की आकृति की-देखने पर आप पाते हैं कि बिन्दु ।, त्रिभुज की भुजाओं से समद्रस्थ है। 
केन्द्र / और त्रिज्या 700 वाला वत्त, 7), £ और # से होकर जाएगा। 


प्रभेय 2,4 : त्रिभूज की भुजाओं के लम्ब-समद्विभाजक एक ही बिन्दु से होकर जाते हैं। 
दिया है: & 4820 में, भुजाओं 489 और 4८ के लम्ब-समद्विभाजक बिन्दु 0 पर प्रतिच्छेद 
करते हैं और 200 । #८ खींचा गया है। (आकृति 2.20) 


सिद्ध करना है: 0/0 2८ का लम्ब-समद्विभाजक है। 
रचना : (0.4, 028 और 0८ को मिलाइए। 





आकृति 2.20 
उपपत्ति : » 0, 49 के लम्ब-समद्विभाजक पर स्थित है, 
५ 04 68 .. (]) 
» 0, 4८ के लम्ब समद्विभाजक पर स्थित है, 
* 04 < 0८ . (2) 
() और (2) से 
08 - 0८ 
'. 0, 8८ के लम्ब-समद्ठविभाजक पर स्थित है। 
: 070 98८ 


', 0/, 8८ का लम्ब-समद्विभाजक है। 
परिभाषा : त्रिभज की भूजाओं के लम्ब-समद्विभाजकों के संगरामी बिन्द को त्रिभज का परिकेन्द्र 


(लॉट्फप्राट्शाए2) कहते हैं। 
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टिप्पणी : त्रिभुज का परिकेन्द्र ज्ञात करने के लिए, उसकी दो भुजाओं के लम्बस्समद्विभाजकों का 
प्रतिच्छेद बिन्दु ज्ञात करनां ही पर्याप्त होगा, क्योंकि उपरोक्त प्रमेय के आधार पर, तीसरी भुजा का 
लम्ब-समद्ठिभाजक भी, इस बिन्दु से होकर जायेगा। 

प्रमेध की आकृति को देखने से पता चलता है कि बिन्दु 0. त्रिभुज के तीनों शीर्ष बिन्दुओं से 
समदूरस्थ है। केन्द्र ० और त्रिज्या 24 वाला वृत्त, तीनों शीर्षों से होकर जाता है। 


प्रभेण 2,5 : त्रिभृज के तीनों शीर्ष-लम्ब एक ही बिन्दु से होकर जाते हैं। 


ठिया है: 
सिल्ठ करना है : 
- रचना - 


उपपत्ति : 


0 492८ में, 47, #0/ और ८५५, शीर्ष-लम्ब हैं। (आकृति 2.2) 

47, 80४ और (४ एक ही बिन्दु से होकर जाते हैं। 

4, # और ८ से होती हुई क्रमश: 8८, ८.4 और 498 के समांतर रेखाएं खींचिए। इस 
प्रकार & (27 बनता है, जिसके शीर्ष । (2और /# क्रमश: 44, 9 और ८'के सम्मुख 
हैं। 

चतर्भुज 48८0 में, र्‌ 
49 | 2८ (रचना) 

#८ | 402 (रचना) 





हे आकृति 2.2] 


.. 47922 एक समांतर चतुर्भुज है। 


. अतः 40 5 7८ ... () 


इसी प्रकार 8८.4॥? एक समांतरचतुर्भुज है, 

/. 47२ +- #८' ... (2) 

() और (2) से | 
. 4025 47? . (3) 

और 47, _ 982, तथा 97८ || 70 

» 47. । 20 ... (4) 

(3) और(4) से 

47, (7 का लम्ब-समद्विभाजक है। 
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इसी प्रकार, 

80, 7१7 का लम्ब-समद्विभाजक है और ८७५ /22 का लम्ब-समद्विभाजक है। 
इस प्रकार 4, 8॥ और ८१५ & /(28 की भुजाओं के लम्ब-समद्विभाजक हैं। 
अतः 47, 80/ और (/५४ एक ही बिन्दु से होकर जाते हैं। 


परिभाषा: तरिभज के तीनों शीर्ष-लम्बों के संगामी बिन्दु को उत्त त्रिभुज का लम्ब केन्द्र (000 ०००४८) 
कहते हैं। 


व्याख्या : उपरोक्त प्रमेप के आधार पर हम कह सकते हैं कि प्रत्येक त्रिभुज का एक लम्ब केन्द्र होता है 
और इसे ज्ञात करने के लिए, उसके दो शीर्ष-लम्बों का प्रतिच्छेद बिन्दु ज्ञात करना पर्याप्त होता है। 
तीसरा शीर्षलम्ब तब स्वतः ही, उस बिन्दु से होकर जायेगा। क्या आप सोच सकते हैं कि समकोण 
त्रिभुज का लम्ब केन्द्र कहाँ होगा? 


प्रमेय 2.6 : तिभूज की माध्यिकाएं एक ही बिन्द से होकर जाती हैं, और वह बिन्दु प्रत्येक माध्यिका को 
2: 4 के अनुपात में विभाजित करता है।.... 


दिया है : 3 429८ में, माध्यिकाएं 87 और ८7%, 
बिन्दु 6 पर प्रतिच्छेद करती हैं। 46 
को मिलाया गया है और 46 को बढ़ाने 
पर वह 2८ को बिन्दु 2 पर मिलता है। 
(आकृति 2,22) ६ श्र 

सिद्ध करना है: (() 270 5 700, और 5 आओ, 
() 46:67 + #6 : 68 3 

न (८0/07/7552: ] 


र् 





छे तो 


आकृति 2.22 


रचना : “20 को / तक बढ़ाइए, जिससे कि 46 5 672'हो। 
हे +# और #८ को मिलाइए। 


उपर्पत्ति: आइये पहले () को सिद्ध करें। 
& 4#87 में 
/९ 498 का मध्य बिन्दु है। (दिया है) 
७, 4/९ का मध्य बिन्दु है। (रचना) . 
> #6 || झट . (]) 


और #6 << रू क्र - . (2) 
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इसी प्रकार, & .4८% में 
57 || ८ ... (3) 


और 6४ ८ ज्र पट .. (4) 


() और (3) से, चतुर्भन ४८८6 में, 
#ए || 62 और ए2 ॥ 26 


" #८6 एक समांतर चतुर्भुज है। .. (5) 
अब समांतर चतुर्भुज #( ८८ के विकर्ण 2८! और 6/£ बिन्दु /) पर परस्पर प्रतिच्छेद 
करते हैं। 

« 82 और 6८ परस्पर 70 पर सगद्विभाजित करते हैं। 

अतः: 8700 5 (0 * , (6) 


या 47), शीर्ष से खींची गई माध्यिका है। 
आइए अब हम () की सिद्ध करें। 





हमें प्राप्त है, 
0/2 5 [06 -< दर छाए 
परन्तु 6& - 4# (रचना) 
» आग) ८ हा 40 
या का 
09 | 
या 40: 670 5 2 :. 
इसी प्रकार 
20 : 07 - 2:] और 
06 .677- 2: ] 


अतः उपरोकत निष्कर्षों को मिलाकर 46 - 670 5 86 : ८४८ ८6 6775 2: ] 
परिभाषा : त्रिभूज की माध्यिकाओं के संगामी बिन्दु को त्रिभूज का केन्द्रक (०७7//0०) कहते हैं। 


टिप्पणी : किसी त्रिभुज का केन्द्रक ज्ञात करने के लिए, उसकी किन्‍्हीं दो माध्यिकाओं का प्रतिच्छेद बिन्दु 
ज्ञात करना पर्याप्त होगा, क्योंकि उपरोक्त प्रमेय के आधार पर,तीसरी माध्यिका भी उसी बिन्दु से होकर 
जायेगी। हि 

उदाहरण 2.3 : सिद्ध कीजिए कि यदि किसी त्रिभुज की दो माध्यिकाएं बराबर हों, तो त्रिभुज 
समद्विबाह त्रिभुज होगा। 
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हल ; 
, विया है: 4 422 में, 87 और ८फ'दो 
माध्यिकाएं हैं जो परस्पर बिन्दु 6 पर प्रतिच्छेद करती हैं और 
80 - ८7' (आकृति 2.23)। हे 
सिद्ध करता है: & 4४8८: समद्विबाह त्रिशुत है। 
[विश्लेषण : त्रिभुज 48८: कों समह्ठिबाहु जिभुज सिद्ध 
करने के लिए 49 -- 4८'दिखाना पर्याप्त होगा। और 
क्योंकि 877 +- ध्प 428 और ८फऋ - दर /€, यह व्‌ 
दिखाना पर्याप्त होगा कि 877 5 #८। हम ऐसे दो 
तरिभुजों को ज्ञात करेंगे, जिनकी भुजायें क्रमशः 877 
और ८% हों। यह प्रतीत होता है कि ७ 8677 ' और छ 


0 (८6% ऐसे ही दो त्रिभुज हैं। क्या ये सर्वांगसम 
हैं? सम्भवतः भुजा-कोण-भुजा अभिगुहीत लागू होता हो। हाँ, यह अभिगहीत लागू होता है, 


आकृति 2.23 ५ 


क्योंकि 86 +- युमछट6 ्ि हा ८7, इत्यादि। अब हम उपपत्ति लिख सकते हैं।] 
उपपत्ति:._ क्‍योंकि 5, & 48८ का केन्द्रक है, (दिया है) 


“> 26. 67-८6 : 6775८ 2:] 
इसलिए 86 <- 5 2 67% -< जा करा 


और ८6 < स् ८फ! 6 ञ् पा 

परन्तु #9- (५7 ४ (दिया है) 
» 26 ८5 (७ और 6४ - 67 ह 
अब ५ #677 और & ८67 में, 


#6 - ८७6 (सिद्ध किया है) 

677 - 6% (सिद्ध किया है) 
4#67- ८८56फ (शीर्षाभिमुख कोण) 
' 3 86755 5 ८6 (भुजा-कोण-भुजा सर्वांगसम अभिगुद्दीत) 
5 मा- ठफ 


या, 2 (87) + 2 (८८) 
48 - 4८ 
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प्रश्नावली 2.3 


]. त्रिभुज 4४8८ में, माध्यिकाएं 
420 85 और ८५ बिन्दु 6 में से होकर जाती हैं। (आकृति 2.24) 


(क) यदि #6 - 6, तो 8/? क्या होगा? ख 
(ख) यदि #6 - 4, तो 6८ क्‍या होगा? 
(ग) यदि 470 ८ 7.5, तो 69) क्‍या होगा? 2 & 


(5 


2. 56 47८ में, माध्यिकाएं 470, 87 और 
८४7 बिन्दु 6 पर प्रतिच्छेद करती हैं। 
दिखलाइए कि ## + ८7 >> ञ्र ऊट थ रु 

[संकेत आकृति 2.2 
संकेत :26 + 6८ > #८] 3 कं 


3. ७ 482 में, माध्यिकाएं 470, 977और ८४/”बिन्दु 6पर प्रतिच्छेद करती हैं। दिखलाइए 
कि 


(3) 


4 (470 + # + ८70) > 3 (48 + 22 + ८4) " 
4. एकत्रिभुज की माध्यिकाएं परस्पर बराबर हैं। सिद्ध कीजिए कि त्रिभुज समबाहू्‌ त्रिभुज 
है। मा 
5. & 48८ की भुजाओं 8८, ८4 और 47 के 
मध्य बिन्दु क्रमशः /0, £ और # हैं। 


(आकृति 2.25) दिखलाइए कि .4/2 रेखाखण्ड न 
#7' को समद्विभाजित करता है। 
छ छे ९ 
आकृति 2.25 
प्रश्तगावली 2.4 


3. यदि £ & 479८'का लम्ब-केन्द्र हो, तो दिखाइए कि 4, & 9८ का लम्ब-केन्द्र है। 
2. समद्विबाह त्रिभुज 48८ में 48 - 4८” और 70 भुजा 8८ का मध्य बिन्दु है। सिद्ध 
कीजिए कि परिकेन्द्र, अंतःकेन्द्र, लम्बकेन्द्र और केन्द्रक सभी एक ही रेखा 47) पर 

' स्थित हैं। 
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3, म्त्रिभुज 49८ का लम्ब-केन्द्र है और ४, # और 2 क्रमशः 4. #ए और ८फ्के 
मध्यबिन्दु हैं। दिखाइए कि मत, & 7 का भी लम्ब-केन्द्र है। 

4. ८ 428८ में भुजा 82 पर एक बिन्दु कैसे ज्ञात करेंगे जो भुजाओं 49 और .4८' से सम 
दूरस्थ हो? 

5. सिद्ध कीजिए कि त्रिभुज की किन्हीं दो माध्यिकाओं का योगफल, तीसरी माध्यिका से 
अधिक होता है। 
[संकेत : 6 & 479८ का केन्द्रक है। एक ऐसे त्रिभुज को सोचिए जिसकी भुजाएं 
माध्यिकाओं के एक से अनुपात में हों। देखिए आकृति 2.22 प्रमेय 2.6] 


अध्याय 43 


क्षेत्रफल 


3.। भूमिका 


आपको शब्द ' क्षेत्रफल” (6६४) की कुछ जानकारी समतल आकृतियों के संदर्भ में पहले दी जा चुकी है। 
पिछली कक्षाओं में आप ने आयत, वर्ग, त्रिभुज, आदि का क्षेत्रफल ज्ञात करता सीखा है। आइए, 
'क्षेत्रफल' की संकल्पना पर और विचार करें। इस से यह लाभ होगा कि औपचारिक ज्यामिति में, हम इस 
के बारे में वैसे ही बात कर सकेंगे और इसका अनुप्रयोग कर सकेंगे जैसे कि हमने रेखाखण्ड की लम्बाई के 
बारे में किम्मा है। इस प्रक्रम में, हम क्षेत्रफल के उन सूत्रों को भी सिद्ध कर सकेंगे जिनका प्रयोग आप अब 
तक करते आये हैं। 


3.2 बहुभुज प्रदेश 


त्रिभुज एक समतल आकृति है। यह तीन रेखाखण्डों से बनी एक संवृत (00७००) आकृति है। जैसा कि 
आप आसानी से देख सकते हैं दो रेखाखण्डों से एक संवृत आकृति नहीं बन सक्कती। 

जब हम त्रिभुज 48८ के क्षेत्रफल पर विचार करते हैं, तो कया आप का अभिप्राय तीन रेखाखण्डों 
48, 22 और ८१4 के बारे में है? निस्सन्देह नहीं। / 

हमारा ध्यान समतल के उस भाग की ओर 
होता है जो त्रिभुज से घिरा है। (देखिए आकृति 
3.))। हम आपको निम्नलिखित दो नामों से 
परिचित करायेंगे : 

तल के उस भाग को जो त्रिभूज से घिरा है, 
त्रिभज का अभ्यंतर (॥0४07 0/8 ॥78780) कहते हैं। , रु 

व्रिभुज और त्रिभुज के अभ्यंतर के सम्मिलन को. 2 कक ७ 
ब्रिभुजाकार प्रदेश (#6082॥/6/ +धट्वॉं00) कहते हैं। 30% 

अब यह स्पष्ट है कि जब हम त्रिभुज के क्षेत्रफल की बात करते हैं तो हमारा अभिप्राय उस 
त्रिभुजाकार प्रदेश के परिमाण से होता है। 

इसी प्रकार, आयत का अभ्यन्तर (7५/0 ०(०7609॥86) वह भाग है जो आयत से घिरा हो। 
. और आयतकार प्रदेश, आयत और आयत के अभ्यन्तर का सम्मिलन होता है। 





264 


ध्यान दीजिए कि हम आयताकार प्रदेश 48८70 
को दो त्रिभुजाकार प्रदेशों 48८' और 4८४) के 
सम्मिलन के रूप में प्रकट कर सकते हैं (आकृति 
3.2)। और ऐसा करने की केवल यही एक विधि 
नहीं है। आप आयताकार प्रदेश 48८70 को दो या 
दो से अधिक त्रिभुजाकार प्रदेशों में अनेक प्रकार से 
बांट सकते हो। 

बहुभूज और बहुभुज के अभ्यन्तर के सम्मिलन 
को बहुभुज प्रदेश (9098०॥४ 7०(0॥) कहते हैं। 
इसे एक समतल में स्थित परिमित संख्या वाले ऐसे 
त्रिभुजाकार प्रदेशों के सम्मिलन के रूप में व्यक्त ,#..7 “ 
किया जा सकता है कि यदि इसमें से दो प्रतिच्छेद करें (४०४ 
तो प्रतिच्छेदन या तो एक बिन्दु या एक रेखाखण्ड ६५: 
हो (आकृति 3,3)। 





3.3 बहुभुज प्रदेश का क्षेत्रफल हर आकृति 3.3 


बहुभुज प्रदेश के क्षेत्रफल की संकल्पना और उसके गणधर्म, रेखाखण्ड की लम्बाई की संकल्पना और 
उसके गुण धर्मों से बहुत कुछ मिलती जुलती है। दूसरे शब्दों में, हम चाहेंगे कि क्षेत्रफल की संकल्पना में 
वे सब गणधर्म हों जो रेखाखण्ड की लम्बाई में हैं। 
आप को याद होगा कि: 
() प्रत्येक रेखाखण्ड 48 के संगत एक धन वास्तविक संख्या होती है जिसे रेखाखण्ड की 
लम्बाई कहते हैं और संकेत / (47) या केवल .4# से प्रकट करते हैं। 
(0) यदि 48 और ८४ दो रेखाखण्ड हैं और 48 5६ ८7) तो । (48) 5८ । (८70) या 
428 > ८४ 
(४) यदि 49 और ८४० ऐसे दो रेखाखण्ड हैं कि रेखाखण्ड ८.) रेखाखण्ड 48 में आविष्ट है तो 
(22) < (48) - 
(५) यदि 48 और 8८ ऐसे रेखाखण्ड हों कि 48) 8८! एकल बिन्दु समच््चय हो तथा 
4८ - 48 (४ 9८ तो 
॥(4८) 5 (48) + / (0८) 
अपने अनुभव के आधार पर आप आशा करते होंगे कि बहुभज प्रदेशों के क्षेत्रफल भी इसी प्रकार 
से व्यवहार करते हैं; हम भी यह चाहेंगे कि वे ऐसा करें। हम, इन के संगत अभिगहीतों के कथन नीचे दे 
रहे हैं। 
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[. क्षेत्रफल अभिगृहीत (4788 /5४0॥॥) 

प्रत्येक बहुभज का क्षेत्रफल होता है। एक मीटर भूजा बाला एक मानक वर्गाकार प्रदेश होता है जिसे वर्ग 
मीटर कहते हैं; और जिसे क्षेत्रफल की इकाई मानते हैं। बहुभुज प्रदेश का क्षेत्रफल, बर्ग मीटरों में, एक 
धन वास्तविक संख्या होती है। 


संकेतन : बहुभुज प्रदेश / के क्षेत्रफल को « (२) 


से प्रकट करते हैं। यदि &# (7२) वर्ग मीटरों में £ हो, तों हम लिखेंगे 
4/ (7९) ८ 2 मी (वर्गमीटर) 


हा. सर्वांगसम क्षेत्रफल अभिगृहीत (0णाह्राएशा। 47९8 455077) 
यदि & 49८ और &/(0/? दो सर्वागसम त्रिभुज हों, तो 
८7० (प्रदेश & 480") - 6/ (प्रदेश & /(27) . 
पा, क्षेत्रफल एकदिष्ट अभिगृहीत (१7९४ ध०णाण/णा९ 4 धागा) 
यदि 70, 7८ दो बहुभुज प्रदेश हों और #? (८ ८ तो #/ (7९) 5८ &/ (९)) 
9, क्षेत्रफल योग अभिगहीत (७7९७ 4000णा 350॥) 
यदि 72। और 7२: दो बहुभुज प्रदेश हों, जिनके सर्वनिष्ठ परिमित संख्या में बिन्दु और रेखाखण्ड हो और 


7१5३7 (७7८, तो 

3 4 (7) & (7१0) + ७/ (/0) 
९. आयताकार प्रदेश का क्षेत्रफल अभिगृहीत (46॥ ० 4 ०टाशाएपांबा' रिश्श्रंजा 450॥॥) 
यदि 492 5 ८ मी, 470 5 8 मी तो, ८/ (आयताकार प्रदेश 48८५०) 5 ४४ मीः। आगे जहां भी 
बहुभुज प्रदेश के क्षेत्र का प्रयोग किया जाएगा वहाँ यही समझा जाएगा कि वह क्षेत्रफल उपराक्त 
अभिगृहीत के अनुसार है। ु 
टिप्पणी : जैसा कि हमने पहले कहा था, जब हम त्रिभुज के क्षेत्रफल की बात करते हैं, दी वास्तव में 
हमारा अभिप्राय ,उसके जिभुजाकार प्रदेश से होता है। यही बात हम आगे भी मानते रहेंगे। इस प्रकार 
बहुभुज / के क्षेत्रफल से अभिप्राय उस बहभुज प्रदेश / के क्षेत्रफल से होगा जो आकृति # से घिरा है। 
प्रमेय : समांतरचतुर्भुज का प्रत्येक विकर्ण इसे दो 
बराबर क्षेत्रफल वाले त्रिभजों में बांटता है। 
दिया है: समांतरचतुर्भुज 4८70 मे 

5270 एक विकर्ण है (आकृति 3.4)। 

सिद्ध करना है ; 6/ (& 4870) 5 ८४ (5 870८0 
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उपरपत्ति:. त्रिभुजों 48/0 और ८7४४ में, 





4989 - ८7 (| की सम्मुख भुजाएं) 

4205 ८7 (| की सम्मुख भुजाएं) 

270 - 80 (उभयनिष्ठ) 

“ 8 4890 &< 8 ८098 (भुजा-भुजा-भुजा सवांगसम प्रमेय) 

(7०,  " अतः ८ (5 4870) ८ ० (5 ८४08) (सववांगसम क्षेत्रफल अभिगुहीत) 
अंबाहराण 3, ; समांतर.चतुर्भुन 48८7 के म्र्ट अत्तक लत 


विकेर्ण परस्पर बिन्द 0 पर प्रतिच्छेद करते हैं। 0 से 

होकर जाती हुई एक रेखा 48 को ४ पर और सम्मुख 
भुजा (7) को .# पर प्रतिच्छेदित करती है; (आकृति 
3.5)। दिखाइए 


|] | र््ि 
&। (4272) 5 ८7 ८ (॥7 48८7) है . मं आकृति 3.5 


हैज्ञ | [विश्लेषण : आइए देखें कि इसे कैसे सिद्ध कर सकते हैं। 4८. ॥/” 49८५0 का एक विकर्ण है। 
अँष भरदि ८७ (] 42970) ८ द्रञा ०6॥# 48८0) तो # (0 4897) 5 ७ (५ 4८0) 


दोमोंफक्षेत्रों की तुलना करने पर हम देखते हैं कि दोनों में प्रदेश [.] 40770 उभयनिष्ठ है। इससे यह 

पता चलता है कि 47 (५ 409) और ८/ (209) बराबर होने चाहियें। क्या ऐसा संभव है? क्या दोनों 

हक सवागसम हैं? थोड़ा सोचने पर ज्ञात होतां है कि वे सवांगसम हैं। अब हम परिणाम सिद्ध कर 
हैं।] ' 


फृपपलि .. ... - क्योंकि. 4८, ॥*" 48८0 का विकर्ण है 


गिल रु ०. & (5 4070) 5 ८ ४/(॥ 48८7) । . () 
हि, 7 पमेब-विभुजों 407 और ८09 में 

हर . 40-८0 (॥87 के विकर्ण समद्विभाजित करते हैं) 

््ि ८४07४ - ८८07 (शीर्षाभिमुख कोण) 

“04% - ८0८9 (एकान्तर अन्तः कोण, 68 || 00) 

5 34025 8 ८07 (कोण-भुजा-कोण सर्वांगसम प्रमेय) 


अतः 4/ (5 40:22 5८ ०/ (५ ८०७) (सववांगसस क्षेत्रफल अभिगुद्दीत) ... (2) 
(2) के दोनों: ओर ४/ ((] 40970) योग करने पर ;ल्‍ 
के | सका जीजि4ी[9070)+ क (७ 4072) ८ # (00 40970 + # (७ ८09) 


क्षेत्रफल 
या & (45290) 5 ० (७ 4८) बकछ 
द क्त जे #( ||” 48८70) 
3.4 समांतरचत्‌र्भज का क्षेत्रफल 


प्रमेय 3.3 : एक ही आधार पर और समान समातर रेखाओं के बीच के समातरचतुर्भुजों के क्षेत्रफल 

बराबर होते हैं। न ०७ ६ नयी 

दिया है: दो समांत्तरचतुर्भज 49८7 ८ पड 
और 4४772 जिनका आधार 
42 है और जो समांतर ' 
रेखाओं 49 और 207 के बीच 
में हैं। (आकृति 3.6) 







५ 8 

आकृति 3.6 ७3, दही) था 
सिद्ध करना है : ८ |” 48८70) + # (॥/ 47870) 5 ,. «शी 5 
“उपपीत्ति 4० (॥४ 48८70) ८ ० (7) 48770) + # (4 ८४72) 


(क्षेत्रफल योग अभिगृहीत) 
4० ( | 4फ्रापि) < ६ (00 48770) + ४ (5 2470 

(क्षेत्रफल योग अभिगृहीत)....(2) 
अब 5 ८४८ और 23 /04/ में, 


८8 > 704 |" की सम्मुख भजीए। 
' डहनन्4र ( ॥/' की सम्मुख भुजाएं) 

८टक्ा-> 4047... (82 || 47. 28 || 470 . 

. 5 ८8६ 5 0 247... (भुजा-कोण-भुजों संवॉगेसम अभिगृहीत) 


अतः 4/ (5 ८४82) ++ ६/ (3 72479 * बक (3) 
(), (2) और (3) से 9 9 आर 
बा] 4हट0) 5 #€॥" 4काक) 5 ०४ 


' ]3.4. समांतर चतर्भुज का आधार और शीर्षलम्ब हर 
परिभाषा : समांतरचत॒ भुज का आधार (४७5८) इक्तकी कोई भी,एक्र भुजाःहोती-है।'. 
परिभाषा : समातरचतर्भज के प्रत्येक आधार के संगत शीर्ष-लम्ब (०/॥/४४४) वेहे रेखावण्ह है जो 
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आधार के किसी बिन्दु से सम्मुख भुजा को आविष्ट करने वाली रेखा पर जभ्ब हो। 


साथ की आकृति में, 48८70 एक समांतर चतुर्भुज है, , _ _.. 2? जिनि। मी 0. 
भजा 4४2 इस का आधार है और 47, .80/ अथवा 
2९ इसके संगत शीर्षलम्ब हैं। 
ि एरि 8 
आकृति 3,7 


परिभाषा: समातर चतुर्भज के आधार की लस्बाई को भी आधार कहते हैं; उत्तके संगत शीर्ष लम्ब की 
तम्बाई को संगत शीर्ष लम्ब कहते हैं। 


प्रभेय 3.3 : समांतरचतुर्भुज का क्षेत्रफल उसकी किसी एक भुजा और संगत शीर्षलम्ब के गुणनफल के 
बराबर होता है। 


दिया है: 49८7 एक समांतरचतुर्भुज है। भुजा 48 के संगत 47, शीर्षलम्ब है। 

सिद्ध करना है :८ (||० 48८70) 48 >< 47. 

रचना : आयत 47.08 बनाइए। 
(आकृति 3.8) 

उपपत्ति : ॥”' 47८70 और आयत 
47.48 एक ही आधार 49 
पर और समान समांतर 
रेखाओं के बीच हैं। 


| बा 


) 


तू 
| 
| 
(| 
है 





ऋण २८२७ दे) अदा 20७» 20७2८ सनक जीना 


है... छ 
आकृति 3.8 
“ वा (| 48270) ८ # (आयत 47.08) 
अब 
4८० (आयत 47.08) ८ 47 >< 47. (आयत क्षेत्रफल अभिगृहीत) 


“ 4/(€ |” 428८7) 5 42 >< 47. 


उप-प्रमेष : समान आधार के और समान समांतर रेखाओं के बीच के तमांतरचतर्भजों के क्षेत्रफल 
बराबर होते हैं। | १५ 

विद्यार्थी के अभ्यासार्थ इसकी उपपत्ति छोड़ दी गई है। 
संकेत : शीर्षलम्ब भी बराबर हैं। क्यों?] 


क्षेत्रफल 


प्रश्चावली 3.] 


, 452८7 एक चतुर्भुज है और 870 इसका एक 


विक्र्ण है, जैसा कि आकृति 3.9 में दिखाया गया 
है। दिखाइए कि [0 489८४ एक समांतर- 
चतुर्भज है। इसका क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए। 
समांतरचतुर्भज 478८7 में, 49 - 0 सेमी, 
भुजाओं .489 और ,4/) के संगत शीर्ष लम्ब 
क्रमशः 7 सेमी और 8 सेमी हैं। (आकृति 
3.0) 420 ज्ञात कीजिए। 


, सिद्ध कीजिए कि समांतरचतुर्भुज की सम्मुख 


भुजाओं के मध्य बिन्दुओं को जोड़ने वाला 
रेखाखण्ड समांतरचत्र्भज को बराबर क्षेत्रफल 
वाले दो समांतरचतुर्भुजों में बांट देता है। 
सिद्ध कीजिए कि दी हुई भुजाओं वाले सभी 
समांतरचतुर्भुजों में सन से अधिक क्षेत्रफल 
वाला समांतरचत्‌र्भज एक आयत होता है। 


3.5 त्रिभुज का क्षेत्रफल 
प्रभेय 3.4: एक ही आधार और समान यमांतर रेखाओं के बीच के त्रिभूजों के क्षेत्रफल बराबर,होते 


हैं। 
दिया है: 


दोत्रिभुज 48८ और 79% ९ 
जो एक आधार 8८" पर और 

समान समांतर रेखाओं 9८ 

और ,47 के बीच में हैं 
(आकृति 3.)। 





900 


आकृति 3.0 


8४ ? 


आकति ।१।) 
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गणित 


सिद्ध करना है : / (५ 48८) ८ ० (5 7792) 


रचत्रा ; 


उपर्पत्ति ; 


2 से होती हुई 870 || ८.4 और ८ से होती हुई ८02 || #/ बींचिए जो रेखा 47 को 
क्रमशः /2 और ८ पर प्रतिच्छेदित करती हों (आकृति 3.)। 

(29८27 एक समांतरचतुर्भुज है। (रचना) 
[0 #८4/0 एक.समांतरचतुर्भुज है। (रचना) 
अब |" 9८27 और ॥! 9८.47) एक ही आधार 2८ पर और समान समांतर 
रेखाओं के बीच हैं। 

“ ८८ (|| 2८07) 5 ०४ ॥7" 2८40) .« () 
अब ८४? || ४7 80079 का विकर्ण है। 

» 4/ (8 79८) 5 ० (5 ८07) 


] 
न्उक ( ॥” 2८07) ' .« (2) 


इसी प्रकार, 
4८/ (5 48८) + ञर ४“( |" 9८47) .« (3) 


(), (2) और (3) से 
4/ (5७ 9८) < & (5 4.8८) 


उप-प्रमेय ॥: त्रिभुज का क्षेत्रफल, उसकी किसी भुजा और संगत शीर्षलम्ब के गृणनफल का आधा 


होता है। 
दिया है : 


सिद्ध करता है :८/ (5 48८) तर (8८) >< (47) 


रचना : 


5 472८ में 47, भुजा 9८ पर शीर्षलम्ब है। 
(आकृति 3.]2) हिल हक कक मिल अमल ० 






८ और 4 से होती हुई क्रमशः 8.4 और 
#८ के समांतर रेखाएं खींचिए जो परस्पर 
/ पर प्रतिच्छेद करती हों । 
(आकृति 3.2) 


आकृति 3.2 


क्षेत्रफल 


उपपत्ति : 


27 
४2८7 एक समांतरचतुर्भज है। 
“4८, |” 4४8८7) का विकर्ण है। 
“ ६० (७0 48८) <- ञर 47 ( ||!” 478८7) .« (]) 


अब, |! 4४8८7 में, 22 आधार और .47, संगत शीर्ष लम्ब है। 
“ &/ (|| 49८7) - 292 >< 47. 
(3) और (2) से 


47 (5 4.2८) ५ ञर 2८ > 47. 


(रचना) 


- (2) 


उप-प्रमेय - 2: यदि एक त्रिभुज और एक यमातरचत्र्भूज, एक ही आधार पर और समान समातर 
रेखाओं के बीच में हो, तो त्रिभुज का क्षेत्रफल, समातरचतुर्भुज के क्षेत्रफल का आधाः होता है। 


विया है : 


5 248 और |" 48८0 ऐसे हैं कि 72 /2 और ८ संरेख हैं। (आकृति 3.3)। 


४_ ० 


# परम मिड. 4 





/ क्र 8 |... आकृति 3.3 


सिद्ध करना है :८/ (७ 7248) - जर 47 (|० 48८70) 


रचना : 


उपपत्ति : 


(४ 4. 49 खींचिए जो रेखा 4/ के बिन्दु #, पर मिलती है, और 2 । 48 जो 
रेखा 429 को बिन्दु ॥/ पर मिलती हैं। 


2 2 और ८ सरेख हैं और 77८ | 478 


' » ॥/- ८, (समान्तर रेखाओं के बीच की दूरी) . () 
अब ८/ (5 248) ८ तर 20 >< 47 .« (2) 
व (॥४ 428८7) 5 ८7. >< 428 .« (3) 


(१), (2) और (3) से 
4/ (७ 724,.8) -< तर 47 (| ”” 4४८70 
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उप-प्रमेपष 3: समलम्ब का क्षेत्रफल, उसके शीर्षलम्ब और समातर भुजाओं के योगफल के गूणनफल 
का आधा होता है। 


विया है : समलम्ब 48८7) जिसमें 4४ || ८४० 
47. । 02 और ८४४ । 49 है। 
48 + 6, 200 5 8, 47, 55 ८४४ ८ # (मान लीजिए)। 
|| 
सिद्ध करना है :८/ (समलम्ब 49८00) जू 24 + 8) 


रचना : 4८' को मिलाइए। (आकृति 3.4) 





आकृति 3.]4 


उपपत्ति: 4८ [] 479८9) का विकर्ण है। 
» क्ष [समलम्ब 49८70) ८ & (७ 48८) + ०/ (3 4८70) 
अब 
4/ (0 48८) +; प्र 72९ 8 


4/ (8 4८00) ८ नर १८ 6 


“ ८7 (समलम्ब 48८४0) ८ जर | ध.+॑ न #>< 8 


च्जु 0८६6+० 


उदाहरण ॥3.2 : दिखाइए कि त्रिभुज की कोई माध्यिका उसको बराबर क्षेत्रफल वाले दो त्रिभजों में 
बांटती है। 
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हल : 5 422८ में, 472 उसकी एक माध्यिका है। थि 

(आकृति 3.5) 
हमें यह दिखाना है, कि 
4 (3 4870) 5 ७७ (5 4702) 
क्योंकि & 48/0 और ७ 4702. 
के आधार समान हैं, और उनका 
समान शीर्ष लम्ब है 

न्‍ ठि [. छ 
७ ८/( 5 4870) 5 ० (5 4/0८0 
उदाहरण 3.3 : यदि /) // और #' क्रमशः 
त्रिभुज & 48८ की भुजाओं 9८, (4 और 
4# के मध्यबिन्द्‌ हों, तो सिद्ध कीजिए! 
कि 80797 एक समांतरचतुर्भज है ब््क ह्‌ 
जिश्का क्षेत्रफल, & .49८' के क्षेत्रफल का 
आधा है। यह भी दिखाइए कि 


का (45 02877 न 4/ ( 5 482८) 5 0 आकृति 36 0 


हल : [विश्लेषण : मान लीजिए /78, 877 और 77) को मिलाया गया है। ध्यान दीजिए कि & 479८, 
चार छोटे त्रिभुजों में बंट गया है। हमें यह दिखाना है कि [] 8/08/ एक समांतरचतुर्भज है। क्या 
70 || 80 और £7 || ए8? पहले हम, 7# || 827 पर विचार करेंगे। 
हाँ, यह तो एक प्रमेय का परिणाम है। और फिर उसी से £४0 ॥ £8 भी सिद्ध होता है। इस प्रकार 
8/0/07 एक समांतरचतुर्भुज है। अब हम क्षेत्रफल के संबं धों पर विचार करें। स्पष्ट है कि 
क (॥० कक) रू ४ (3 8072 + ४ (25/) है 
प्रन्त 7) तो विकर्ण है, अतः & ( |" आ9792 5 2( ७ 22£#) 
यह एक प्रकार की सममिति है। यदि ७&/( & 27070) 5 # (5 2087, तो हम यह भी दिखा 
सकते हैं कि है 
का (4काप) >भ (58797 #्ष ( 3 007) < 7 ( 4 47%0। 5 48५ इन चारो. 
छोटे-छोटे त्रिभजों से मिलकर बना है। अब हम उपपत्ति दे सकते हैं। न 
उपपत्ति:... 8 48८ में, 77 और # क्रमशः भुजाओं 48 और 4८ के मध्य बिन्दु हैं। 
. क्‍फ || 80 ' 
इसी प्रकार /20 ॥ 8 
. 297)7% एक समांतरचतुर्भुज है। .. () 


आकृति 3.5 


गणित 


77), ॥ " 87707 का विकर्ण है। 


“ दा (6 7570) 5 &/ (77/४2 . (2) 
इसी प्रकार #, /0 भुजाओं 4८: और 8८ के क्रमशः मध्यबिन्द्‌ हैं, 
ध ६० (५5 7702) > & ( 3 070 ... (3) 
बिन्दुओं । और 70 के साथ साथ इसी तर्क को लागू करने पर, 
4 (0 47%) -+ ८/ ( 4 777) . (4) 
चूँकि & 490, चार अनतिव्यापी (॥07-0५०797/7) त्रि भुजों 4777 727 207 
और /0८% में बंटा हुआ है। 
अतः 
०/( 43:49 ८ & (4777) + ८७ ( 5 8070 + ०/( & 0८7) + 

० (70770 ० (3) 
(2), (3), (4) और (5) से & ( 8 48८) ८ 4 & ( 5 70770 
या ०/ (& 70579) 5 हा 4/ ( 5 48८) .« (6) 
(2) और (6) से 
का € |” रहा) 5 ०४ ( 5 07) + ० ( & /870) 

24 (770) 


् यू 47 ( 5 48८) 


न हा 47 (5 479८) ... (7) 
परिणाम (), (7) और (6) वे परिणाम हैं जिन्हें सिद्ध करना था। 


प्रश्नावली 3.2 # 


. 42) तजिभुज 48८ की माध्यिका है। .4/0 पर 
“ कोई बिन्दु है (आकृति 3.7)। दिखाइए 
कि ६ (७ 480) - ८/ (5 4८४) 
2. सिद्ध कीजिए कि, समांतर चतुर्भज के विकर्ण, 
इसे बराबर क्षेत्रफल वाले चार त्रिभुजों में. 3 ४; 
बांटते हैं (आकृति 3,8)। आकृति 3.7 
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एक चतुर्भुज है और इसके बिकर्ण 

. ४7) परस्पर बिन्दु 0 पर प्रतिच्छेद एे € 
सिद्ध कीजिए कि यदि 80 - 070 

4 47८' और & 477८ के क्षेत्रफल 8  .] 

हैं। 

#(27९.५' के अंतरंग के एक बिन्द्‌ 0 को 

न्दुओं से मिलाया गया है। सिद्ध कीजिए 
प्रकार बने दो सम्मुख त्रिभुजों के. # छि 
का योग, शोष दो त्रिभुजों के क्षेत्रफलों आकृति 3.8 

के बराबर है। 

, कि समचतुर्भज का क्षेत्रफल, उसके विकर्णों के गुगनफल का आधा होता 


49८70 और आंयत 4छ/यत का एक ही आधार 48 है और उनके 
न बराबर हैं। सिद्ध कीजिए कि समांतरचतुर्भुज का परिमाप, आयत के परिमाप से 


दो त्रिभुजों के क्षेत्रतल बराबर हों और एक त्रिभुज की एक भुजा, दूसरे त्रिभुज की एक 
गे, तो उन के संगत शीर्षलम्ब बराबर होते हैं। 
रे त्रिभजों 48८" और 7८27२, जिनमें 
() ८7 ( & 48८0) -- ८/ ( & #(277) और 
(2) 4.8 5-- (2 
(3) ८४४ और #?7' क्रमश: त्रिभुजों 48८ और 7(27 में, 4.9 और 702 के 
संगत शीर्षलम्ब हैं (आकृति 3.9)। 


० | 8 


र 8 ए? २ नी 
आकृति 3.9 
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सिद्ध करता है : ८४५४ - #77 
उपपत्ति: 4 .479८ में, भुजा 4४ के संगत ८/॥ शीर्षलम्ब है, 


« ८7 (5 429८) ८ तर 42 >< ६७ .. (!) 
इसी प्रकार, 

47 (3 2270) ८ ध् 20 >< #प' ... (2) 
क्योंकि & (5 47: ) 75 ८7/% #»(27) (दिया है) 
हे धा 482 €श 5 था 72 ४ हः 
और क्योंकि, 48 +5 72 (दिया है) 
“ (४-८ कर 


उदाहरण 3.5 : यदि चतुर्भुज का प्रत्येक विकर्ण इसे बराबर क्षेत्रफल वाले दो त्रिभुजों में बांटता हो तो 
दिखलाइए कि वह चतुर्भुज एक समांतरचतुर्भुज होता है। 


हल : [विश्लेषण : मान लीजिए चतुर्भुज 49८7) दिया है जिससे कि 
4 (७ 42८) + ०/ (5 4८0) 
और. ८/(5 4870) 5 ७ (5 8८70) (आकृति 3.20) 
| (5 
ए 


/ि 8 
आकृति 3.20 


यह दिखाने के लिए कि 48८५४) एक समांतर चत्र्भुज है, हमें दिखाना है कि, 48 || 700! और 
#20 | #८। क्‍या 479 | 22८2 ७6 (5 4870) और «/ (७ 428८) पर ध्यान दीजिए। यदि 
45 | 0८ तो #& (5 4870) ८ ८/ (5 48८)। क्‍या इसका विलोम भी सत्य है? हां। 
क्योंकि & 4970 और & 49८ का एक ही आधार है, इसलिए यदि उनके क्षेत्रफल चराबर है तो उनके 
शीर्ष लम्ब भी बराबर होंगे। अब, क्या ८/ (5 4870) और (७ 4.8८") बराबर है? क्या 
4/ (2 .48८/0) उपयोगी सिद्ध हो सकता है? हां यह उपयोगी है। तो अब हम उपपत्ति दे सकते हैं।] 
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उपपत्ति : क्योंकि & (5 49८) + ०6 (5 4८70) 
और &/ (5 498८) + ८ (७ 4८४0) ८ थ (70 49८70) 


“ 47 (5 48८) < हा ८7 (.) 49८70) ... () 
इसी प्रकार, &' (& 4870) +- ज 47 (] 49८70) . (2) 
(।) और (2) से 

4/ (७ .48८)--६८/ (3.4.8/2) (3) 


(3) से क्योंकि &.48८' और /& 45870 एक ही आधार 49 पर हैं, 
“ & 4790 का शीर्ष ८ से शीर्षलम्ब 55 & 497 का /0 से शीर्षलम्ब 
+ 00 | 47% 
इसी प्रकार, 
470 || 2८2 
अतः [] 48८7) एक समांतर चतुर्भुज है। 


प्रश्नावली 3.3 


]. दोत्रिभुज 48८ और 7078८, एक ही आधार #८ पर हैं, और उन के शीर्ष 4 और 0, 
रेखा 82' के विपरीत ओर स्थित हैं जिससे कि & (5 489८) ८ ७' (& 770८) 
(आकृति 3.2)। दिखाइए कि 8८, रेखाखण्ड 470 को समद्विभाजित करता है। 

ि 


छे 
आकृति 3.2 आकृति 3.22 


2, & 42८ की भुजाओं 478 और 4८! के मध्य बिन्दु, क्रमशः /2 और # हैं और 
47 (6 2८%) ८ ७/ (5 2८70) (आकृति 3.22)। सिद्ध कीजिए कि 207 || #८' 
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3. चतर्भज 48८0) के विकर्ण 4८' और 87) बिन्द 0 पर प्रतिच्छेद करते हैं और इस 
प्रकार वे चतर्भज को बराबर क्षेत्रफल वाले चार त्रिभजों में बांट देते हैं। दिखाइए कि 
[] 48८7) एक समांतरचतुर्भुज है। 


प्रश्नावली 3.4 


. समांतर चतुर्भज 48८00 में, # और /' दो बिन्दु हैं, जो क्रमशः भुजाओं 49 और 9८ 
पर स्थित हैं (आकृति 3.23)। दिखाइए कि &/ (&॥ 4:97) + ० (5 72८28) 


0 ० ० 


हक 





| 
आकृति 3.23 आकृति 3.24 


2. 2.2 चतुर्भज 49८70 का एक विकर्ण है। 4॥/ और ८४ क्रमशः 4 और ८ से 870 पर 
डाले गए लम्ब हैं (आकृति 3.24)। दिखाइए कि 


47 (] 48८70) -< रे 87 (40/ + ८७४) 
3, & 49८ की माध्यिकाएं बिन्दु 6 पर प्रतिच्छेद करती हैं। दिखाइए कि 
47 (5 469) +--- ८ (5 48८) 
4. 479८7) एक चतुर्भुज है। 0 से होकर 
जाने वाली एक रेखा, .,4८' के समांतर, 


बढ़ाई गई रेखा 9८ को # पर मिलती है 
' (आकृति 3.25)। सिद्ध कीजिए कि 





47 (5 47870) ८ # (70 48८00) 


आकृति 3.25 
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5. 5 479८ की भुजा 9८ के समांतर एक रेखा ४५ हैं। 97 ॥ 4८ और ८7 || 45, 

रेखा #7 को क्रमशः £ और /#” पर काटती हैं। सिद्ध कीजिए कि, 
4/ (5 4872) 5 ०७ (5 4८7) 

6. समांतरचतुर्भज 48८ में, भुजाओं 48 29८, ८0 और 704 के मध्य बिन्दु क्रमश: £& 
7; 6 और फ हैं। सिद्ध कीजिए कि चत्र्भज 75 एक समांतरचतुर्भज है और इसका 
क्षेत्रफल समांतरचतुर्भज 4४8८0 के क्षेत्रफल का आधा है। 

7. दो बिन्द्‌ 4 और # और वास्तविक संख्या + दिये हों, तो एक ऐसे बिन्दु / का बिन्दुपथ 
ज्ञात कीजिए, जिससे कि &/ (७ /१48) - ४ 

8. समांतरचतुर्भुज 4|8८7) की भूजा 48 को बिन्दु / तक बढ़ाया गया है। बिन्द्‌ 4 से 
होती हुई ८४? के समांतर खींची गई एक रेखा ८४ को बढ़ाने पर उसे बिन्दु 2 पर 
प्रतिच्छेद करती है। समांतरचतुर्भुज /8/2/0 को पूरा किया गया है (आकृति 3.26)। 
दिखाइए कि, 

4० (| 48८7) 5 # (॥/" /927) 
[संकेत : 4८' और 2८ को मिलाइए। 6 4 (2८ और & 4८07 की तुलना कीजिए।] 





क। नि 


आर्कृति 3.26 


9. 5 49८ के आधार 82 पर 70 कोई बिन्दु है। 4/0 को # तक बढ़ाया गया है, जिससे 
कि 4/0- 702 है। दिखाइए कि, 
47 (0 8८7४) ८ ६/ (७ 47४८) 
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0  & 492८ में, 20 भुजा 45 का मध्य बिन्दु है। और 7: #८' पर कोई बिन्दु है। 
८2 ॥ ए), भुजा 4४ को बिन्दु (2 पर प्रतिच्छेद करता है (आकृति 3.27)। सिद्ध 
कीजिए कि, 


47 (4 827(2) ध् 47 (5 42८) 


(गे 


8 रि 
आकृति 3.27 


अध्याय 4 


ज्यामितीय रचनाएं 


4.। भूमिका 


प्रमेय सिद्ध करते समय या उन पर आधारित प्रश्नों को हल करते समय आप ने बहुधा जो आकृतिया 
बनाई हैं, वे केवल साधारण चित्र थे। उनका एक मात्र उद्देश्य आकृति के बारे में जानकारी प्राप्त करने में 
सहायता प्रदान करना था और आकृति बिलकल ठीक-ठीक बनी है कि नहीं इसका महत्व नहीं था क्योंकि 
प्रमेय की उपपत्ति आकृति की परिशुद्धता पर निर्भर नहीं करती। 

किन्तु आकृति के बारे में दिये गए तथ्यों द्वारा एक यथार्थ और शुद्ध आकृति बनाने के कौशल का 
अपना ही एक लाभ है। यह वह कौशल है जिसकी आवश्यकता सभी व्यवसाय के लोगों को समय समय 
पर पड़ती रहती है। 

ज्यामिति की किसी आकृति का चित्र बनाने (ज्यामितीय चित्रण) और आऊृति की रचना करने 
(ज्यामितीय रचना) में अन्तर है जिसे समझ लेना आवश्यक है। आकृति चित्रण में, सभी उपलब्ध और 
सुविधा जनक यन्त्रों, जैसे अंशांकित रूलर (ह8004॥80 /0), प्रोट्रैक्टर (80080:07), सेट स्कवायर 
(8$४-४07%४५) इत्यादि का प्रयोग करना होता है। परन्तु, आकृति रचना में केवल दो यत्त्रों, 
अनाशांकित रूलर और परकार,का प्रयोग करना होता है। अनाशांकित रूलर और परकार द्वारा बनाई 
गई आकृतियां, दूसरे यन्त्रों द्वारा बनाई गई आकृतियों की अपेक्षा अधिक यथार्थ होती हैं। एक ज्यामितीय 
रचना में तर्क तथा कौशल दोनों का समावेश होता है। आगे हम कछ ज्यामितीय रचनाओं का वर्णन 
करेंगे। 


4.2 आधारभूत रचनाएं 


यदि किसी ज्यामितीय रचना को चरणों में बांट दिया जाए, तो वह निम्नलिखित आधारभूत रचनाओं में 
से किसी एक या एक से अधिक रचना पर निर्भर करती है। 

रेखा-रचना : दिए हुए दो बिन्दुओं से होती हुई एक और केवल एक रेखा की रचना की जा सकती है 
(आकृति 4.)। 


2 की 





ठ 8 
आकृति 4,] 
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बत्त-रचना : एक दिए हए बिन्द को केन्द्र और दिए हुए रेखाखण्ड की लम्बाई को त्रिज्या मानकर एक ह 
और केवल एक वत्त की रचना की जा यकती है (आकृति 4.2) 





अल किल पल 5 5 


आकृति 4,3 


आकृति 4.2 


सर्वांगसम रेखाखण्ड रचना : यदि एक किरण 0४ और एक रेखा खण्ड ,49 दिये हों, तो किरण 7४ 
पर एक ऐसे बिन्दु /” की रचना की जा सकती है जिससे कि 07? 5 48 (आकृति 4.3)। 


चत्त-रेखा प्रतिच्छेदन रचना : यदि रेखा! के बाहर एक बिन्द॒/? और एक रेखा खण्ड.4४ दिये हों और 
यदि। से? की दरी 48 से कम हो, तो रेखा! पर ऐसे दो बिन्दओं ॥/ और /४ की रचना की जा सकती है, 
जिससे कि 7१ - १४ ८ 49 (आकृति 4.4)। 





के. ाआ इआाक० 
/ ाा  आक, अड उाकल ८ 
आकृति 4.4 


द्विवृत्त प्रतिच्छेद रचना : यदि दो बिन्दु & और 8 और लम्बाइयों 7; और [2 के दो रेखा खण्ड दिए हुए हों 
और 49 < 9। + 72 हो, तो 49 के दोनों ओर ऐसे दो बिन्दुओं ? और (2 की रचना की जा सकती है 
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कि 4 - (24 - ४, और 77% - (08 ८ 2 + नल 
(आकृति 4.5)। ह 


]4.3 रचना निर्मेय के भाग हे 


प्रत्येक रचना के लिए आकृतियों के गुण धर्मों के साथ 
साथ आपकी तर्क शक्ति तथा रूलर और परकार के 
प्रयोग करने में आपकी निपुणता की आवश्यकता 
होती है। रचना निर्मेय को निम्नलिखित भागों में बांटा 
जा सकता है। 





(०5) 4.5 


(॥) पुरर्कथन : निर्मेय का दुबारा कथन दिया जाए, जिससे कि स्पष्ट हो जाए कि क्‍या 

(क) दिया है। (ख) अभीष्ट है। 

(2) विश्लेषण (»॥298४५) : मान लीजिए कि आकृति, जैसी अभीष्ट है, बन गई है। फिर 

विचार कीजिए कि कैसे दी हुई आकृति से आरम्भ कर केवल आधारभूत रचनाओं का और 

पूर्व-रचित रचनाओं का प्रयोग करते हुए अभीष्ट आकृति प्राप्त की जा सकती हैं। 

(3) पूर्ण की गई आकृति 

(4) रचना के चरण : रचना पर्ण करने में जो चरण आपने वास्तव में लिए हैं उन्हें उसी क्रम 

में लिखिए। 

(5) उपपत्ति : यह भी किसी भी प्रमेय की उपपत्ति के समान होती है। आपको यह दिखाना 

होता है कि बनाई गई आकृति (कोण व अन्य आकृतियों) के वे ही गुण हैं जो अभीष्ट थे। 
टिप्पणी : चरण (2) के संबंध में कोई एकरूपता नहीं है, क्योंकि यह चरण 
व्यक्ति-व्यक्ति पर निर्भर करता है। अतः इस भाग का वर्णन हल में नहीं किया जाता। 
उपपत्ति, रचना निर्मेष का एक आवश्यक भाग है। परन्तु यदि उपपत्ति देना आवश्यक 

न हो तो इस भाग को छोड़ा जा सकता है। सभी निर्मेयों के हल में शेष तीन भागों का होना 

आवश्यक है। 


]4.4 प्रारम्भिक रचनाएं 
रचना [ : रेखा खण्ड का लम्ब-समद्विभाजक खींचता 
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दिया है; रेखा खण्ड 48 (आकृति 4.6)। 
अश्रीष्ट : 6४8 का लम्ब-समद्विभाजक खींचना। 
रचना के चरण ; गा 


]. 


उपपोत्ति : 


८ की केन्द्र मान कर 47 के आधे से 
अधिक त्रिज्या ले कर, 48 के दोनों ओर 
एक एक चाप खींचिए। 

# को केन्द्र मान कर उसी त्रिज्या को 9 
लेकर (जैसे चरण । में), 48 के दोनों ओर आकृति 24.6 
दो चाप लगाइए, जो चरण के चापों को ८ | 
और /) पर प्रतिच्छेद करे। 


>> 
च््ठ 


, रेखा ८7) की रचना कीजिए। 


रेखा ८०० ही 479 का अभीष्ट लम्ब-समद्विभाजक है (आकृति 4.6)। 
40 - 8८ और 470 5 80 (रचना) 
“ ८ और 7) 47 के लम्ब-समद्विभाजक पर हैं। 
अतः ८५० रेखा खण्ड ,48 का लम्ब-समद्विभाजक है। 


प्रश्नावली 4. 


. 4,8 सेमी लम्बाई का एक रेखाखण्ड खींचिए और उसे समद्विभाजित कीजिए। प्रत्येक 


भाग को मापिए। 


. रूलर और परकार से दिए हए रेखाखण्ड का मध्य बिन्दु ज्ञात कीजिए। 
. दो दिये हुए बिन्दुओं 4 और # से होकर जाते हुए और दी हुई त्रिज्या का एक वृत्त 


खींचिए। 


रचना 2 : दिए हुए कोण का समद्विभाजक खींचना 


दिया है : “84८ (आकृति 4.7)। 
अभीष्ट : ८2.4८ का समद्विभाजक खींचना 
रचना के चरण : 


] री 


4 को केन्द्र मान कर और कोई त्रिज्या 
लेकर, एक चाप खींचिए जो 4798 और 
40८ को क्रमशः बिन्दु » और (? पर 
प्रतिच्छेद करे। आकृति ]4.7 





ज्यामितीय रचनाएं स्‍क 
2. बिन्दु # और 0 को केन्द्र मान कर, और ये #( से अधिक त्रिज्या लेकर दो चाप 
खींचिए जो परस्पर बिन्दु /? पर प्रतिच्छेद करें। 
3. किरण 4#? की रचना कीजिए। 


किरण 47९, “89.4८! का अभीष्ट समद्विभाजक है। 
उपपत्ति : 5 4707 और & 47२० में, 


4/२ 5- 47२ (उभनिष्ठ) 
4# - 40 रचना) 
और #7९ ८ (१ (रचना) 
« 8 47075 8 47२2 (भुजा-भुजा-भुजा सर्वागसम प्रमेय 


अतः ८847९ 55 ८7९40 
या किरण 47९, “8४.4८ का समद्विभाजन करता है। 


प्रश्नावली 4.2 


. प्रोट्रैक्टर से [07 का एक कोण बनाइए। अब केवल रूलर और परकार की सहायता से 
इसे समद्विभाजित कीजिए। 


रचना 3 : दी हई रेखा के एक बिन्द पर लम्ब खींचना 


दिया हैः. रेखा 478 पर एक बिन्दु 0 है (आकृति 4.8) 
अभीष्ट : 0 से एक रेखा खींचना जो .48 पर लम्ब हो 





आकृति 4.8 


286 ॥॒ गणित 
रचना के चरण : 
. 0 को केन्द्र मान कर और कोई त्रिज्या लेकर एक चाप खींचिए जो रेखा .48 का # और |" 
पर प्रतिच्छेद करे। 
2, # और /' को केन्द मान कर और समान त्रिज्या लेकर 498 के एक ओर दो चाप लगाइए जो 
परस्पर बिन्दु /? पर प्रतिच्छेद करें। 
3, #0 को मिलाकर बढ़ा दीजिए जिससे कि रेखा /0 प्राप्त हो जाए। रेखा ।१0, 49% के बिन्दु 
0 पर लम्ब है (आकृति 4.8)। 
उपरपत्ति: 0 रेखाखण्ड 77 का मध्य बिन्दु है। (रचना) 
और 7 - 7 (रचना) 
.. # और 0, ## के लम्ब-समद्विभाजक पर हैं। 
अतः /0, 7४7 का लम्ब-समद्विभाजक है। 
» 20 । 479 


प्रश्नावली 4.3 


[. 5 सेमी लम्बाई का एक रेखाखण्ड 4. बनाइए। इस पश्‌ एक बिन्दु ऐसा लीजिए कि 
4८ - 2 सेमी। ८ से होती हुई एक रेखा खींचिए जो ,49 पर लम्ब हो। 

2. 4 सेमी लम्बाई का एक रेखाखण्ड 489 बनाइए। उसके प्रत्येक॑ सिरे पर रेखा खींचिए जो 
4 पर लम्ब हो। क्या ये दोनों रेखाएं समांतर हैं? 

3. आयत के गुणधर्मो का प्रयोग करके दी हुई रेखा के समांतर रेखा खींचिए जो उससे # दूरी 
पर हो। 


रचना 4: दी हुई रेखा पर, उसके पल स्थित एक 
दिये बिन्दु से लम्ब (रेखा) खींचना 







दिया है: रेखा 48 और एक बिन्दु £ जो 
रेखा 48 पर नहीं है (आकृति 4.9)। 
अभीष्ट : / से एक रेखा खींचना जो .48 पर 


लम्ब हो आकृति 4,9 
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रचना के चरण : 
. को केन्द्र मान कर और सुविधाजनक लम्बाई की कोई त्रिज्या लेकर एक चाप खींचिए जो / 
49 का दो बिन्दुओं (2 और / पर प्रतिच्छेद करे। न्‍ 
2. क्रमशः (2 और /९ को केन्द्र मान कर और (2 के आधे से अधिक की त्रिज्या लेकर रेखा 49 
के एक ओर / के विपरीत दो चाप लगाइए जो परस्पर बिन्दु .$ पर प्रतिच्छेद करें। 
3. 25 को मिलाइए और बढ़ा कर रेखा /१९ के रूप में इसे प्रकट कीजिए और मात्र लीजिए 7१९, 
4 को बिन्दु /५ पर प्रतिच्छेद करती है। 
रेखा /५ 48 पर अभीष्ट लम्ब है। 
उपपत्ति: * #20- 
+2& -- (09 । 
“ 2 और , रेखाखण्ड 0? के लम्ब-समद्विभाजक पर हैं 
“ 25, (7१ का लम्ब समद्विभाजक है। - 
अतः 7४ । 47 


(रचना) 
(रचना) 


प्रश्नगावली 4.4 


. एक त्रिभुज 48८ बनाइए। 470 | 8८ की रचना कीजिए। 
रचना 5; दिए हुए कोण के बराबर कोण बनाना 


१ ही 





आकृति ]4.0 


विया है: ८४84८ और किरण 0; (आकृति 4.0)। 
अभीष्ट : किरण 27 की रचना करना जिससे कि, ८#097 - ८84८ 


रचना के चरण / आह 2 


, # की केन्द्र मान कर और कोई जत्रिज्या लेकर एक चाप खींचिए जो 48 और 4८: का क्रमश 

2 और 0 पर प्रतिच्छेद करे। 

2. 0 को केन्द्र मान कर और उसी त्रिज्या की (जैसा कि चरण । में) एक चाप लगाइए जो किरण 
02 का /? पर प्रतिच्छेद करे। 

3, / की केन्द्र मान कर और त्रिज्या (2 लेकर एक चाप लगाइए जो चरण 2 के चाप का 5 पर 
प्रतिच्छेद करे। ह 

4. किरण (05 खींचिए और इसे 07 कहिए। । स्ड 
09 अभीष्ट किरण है जिससे कि “४097 - /84८' 


उपपत्ति : 5 4722 और 6 02% में, 


42 + 077, (2८ 06, /2 5 7९५ (रचना) 
४» 68 470 55 8 075 (भजा-भुजा-भुजा सर्वांगसम प्रमेय) 
अतः ८&०2४ - ८84८ | 


प्रश्गवावली 4.5 


. प्रोट्रैक्टर से 80? का एक कोण बनाइए। अब रूलर और परकार की सहायता से 
निम्नलिखित माप के कोण बनाइए : 
6) 80? (0) 607. (0) 40% 6४) 200 

रचना 6: रेखा के बाहर स्थित किसी बिन्दु से होती हुई रेखा के समातर रेखा खींचना 





है आकृति 4.] रे 


दिया है: एक रेखा ४9 और एक बिन्दु £ जो रेखा #7 पर नहीं है (आकृति 4.) 
अभीष्ट: /?से 2४५ के समांतर रेखा खींचना । 
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रचना के चरण 
]. '&१ पर कोई बिन्दु 0 लीजिए 
2. /2 को मिलाइए 
3. एक किरण 7१९ ऐसा खींचिए कि #९, रेखा /१2 के उस ओर हो जो 7 से विपरीत दिशा में है 
और ८(77४ +- ८727 
' 4, किरण 7२ को बढ़ा कर रेखा 77९ के रूप में प्रकट कीजिए 
रेखा 7४२ अभीष्ट रेखा है जो /9 के समांतर है (आकृति 4.)। 
उपपक्ति:. तिर्यक रेखा /(2 दो रेखाओं /? और /१ का प्रतिच्छेद करती है और इस प्रकार 
एकांतर अन्तः कोण 2४27 और “(227 बनाती है जो बराबर हैं। 
मए | 2ए 


प्रश्नतावली 4.6 


]. एक त्रिभुज बनाइए। प्रत्येक शीर्ष से होती हुई सम्मुख भुजा के समांतर रेखा खींचिए। 
रचना 7 : 60? का कोण बनाना। 


विया है: किरण 2४ (आकुति 4.2)। 
अभीष्ट : ऐसी किरण 07 खींचना जिससे कि “४09 < 60९ 
रचना के चरण : 
. 0 को केन्द्र मान कर और कोई त्रिज्या 
लेकर एक चाप खींचिए जो 0४ का बिन्दु 
/ पर प्रतिच्छेद करे। 
2, 7 को केन्द्र मान कर और उसी त्रिज्या को 
(जो कि चरण । में है) लेकर एक चाप 
खींचिए जो पहले चाप का बिन्दु (2 पर 
प्रतिच्छेद करे। 
3. 02 को मिलाइए और बढ़ा कर किरण 
09 की रचना कीजिए। 
“४279 अभीष्ट कोण है जिसका माप 5 
60 है। आकृति 4.2 , 
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उपपत्ति: 5070 में, ४ ५ 
07- (005 /0 े ' (रचना) 
.. & 072 समबाह्‌ त्रिभुज है 
अतः ८४097 < ८700 < 60९ 


प्रश्नावली 74.7 


]. निरम्नालखित माप के कोण बनाइए : 
() 60? - (0) 30% (#) 20९ (शे 57 

2. रेखाखण्ड 49 के सिरे & पर 90 का कोण 
बनाइए। रचना की व्याख्या कीजिए। 
[संकेत : इस प्रकार की रचना कीजिए जैसा कि 
आकृति 4.3 में दिखाया गया है जिसमें 
47 5 702 5 (27 और 7९5 ८ (2$] 

3. निम्नलिखित माप के कोण बनाइए : 


() 45० (४) 22 पु 





2 
ह) ॥057 (9) 75? 
(४) रेड: आकृति 4,3 
रचना 8८ दिए हुए रेखाखण्ड को बराबर भागों में विभाजित करना : 
दिया है: एक रेखाखण्ड 49 और एक धन 
पृर्णाक #, मान लीजिए # 5 
(आकृति 4.4)। ह+ 





अभीष्ट : 49 को पांच बराबर भागों में 
बांटना 


आकृति 4.4 9५ ६ 
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रचना के चरण 
. किरण 4४ खींचिए जिससे कि कोण /94 / बन जाए 
2. किरण 49 पर, 4 से प्रारम्भ कर के ऐसे बिन्दु 4, .42, 4५, 4५ और 4५ लीजिए जिससे कि 
4.44 +२ 4[.42 कर 42243 नर 3८4 नी 445 
3, 4528 को मिलाइए। 
4. , बिन्दुओं 4,, 43, 42, 4 से 459 के समांतर रेखाएं खींचिए जो 4४9 का क्रमश: /?,, 7१, /: 
और /? पर प्रतिच्छेद करती हों। 
तब बिन्दु /,, /५;, /५ और /; अभीष्ट बिन्दु हैं जो 479 को पांच बराबर भागों 
47, 2४९, 2:7५, 2॥॥ और 7५9 में विभाजित करते हैं (आकृति 4.4)। 
उपपत्ति: मान लीजिए 4 से खींची गई रेखा .4/% रेखा 4।7) के समांतर है। 
अब 4/%, 4॥7), 427९, 4372, 447, 458 छः: समांतर रेखाएं हैं; और ये रेखाएं 4 7 
पर बराबर अन्त: खण्ड 44,, .4.42, 4243, 44344, 4445 बनाती हैं। 
अत्त: वे 498 पर भी बराबर अन्त: खण्ड बनाती हैं। 
इस प्रकार 47] ८ 2/; 5 (९; 55 /.7स्‍, ८ १४8 


प्रश्नावली 4.8 


!, 4 सेमी लम्बाई का एक रेखाखण्ड 49 खींचिए। रूलर और परकार की सहायता से इसे 
तीन बराबर भागों में बांटिए | 

2. 5सेमी लम्बाई का एक रेखा खण्ड 48 लीजिए। रूलर और परकार की सहायता से इसे 
:2 के अनपात में बांटिए और लम्बे भाग को मापिए 

2. 7सेमी लम्बाई का एक रेखा खण्ड 49 लीजिए। रूलर और परकार की सहायता से .4 8 
को : 2: 3 के अनपात में तीन भागों में बांटिए 


4.5 त्रिभुज की रचना : साधारण स्थितियाँ 
रचना 9 : त्रिभुज बनाना जब उसकी तीनों भुजाएं दी हुईं हों। 
उदाहरण : त्रिभुज 42८! बनाइए, जिसमें 48 -- 4 सेमी, 2८ ८ 5 सेमी ८4 - 3.5 सेमी 


दिया है : 4 472८ में, 
498 > 4 सेमी, 2८ ८ 5 सेमी ८4: - 3.5 सेमी 
अभीष्ट : ८ .4.9८' की रचना करना 
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रचना के चरण : 

!. रेखाखण्ड 9८" ८ 5 सेमी खींचिए। 

2, 9 की केन्द्र मान कर, 4 सेमी (5 42), 
त्रिज्या लेकर, 9८" के एक ओर एक चाप' 
लगाइए। 

3, ८ को केन्द्र मान कर, 3.5 सेमी (८ 4८) 
त्रिज्या लेकर, एक अन्य चाप लगाइए जो 
चरण 2 के चाप का 4 पर प्रतिच्छेद करता चुका त्र् 
हो। 

, 4. 4» और 4८' को मिलाइए। आकृति 4.5 
6 422८' ही अभीष्ट त्रिभुज है। 
उपर्यत्ति: इसकी उपपत्ति भुजा-भुजा-भुजा सर्वांगसम प्रमेय का प्रयोग करके दी जा सकती है। 


रचना 0 : त्रिभुज बनाना जब उसके दो कोण और उनकी अन्तरित भूजा दी हो। 
उदाहरण : त्रिभुज 49८! बनाइए, जिसमें #८' - 5 सेमी, ८9 -- 607 और ८८ 5 45० हो। 


वियाहै:. ८ 479८ में, 
2८ ८ 5 सेमी, ८8 ८ 60% ८८ < 45% 
अभीष्ट: ८ 48८ की रचना करना 








4सेमी 





आकृति 4.6 
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रचना के चरण : 
[. रेखाखण्ड 9८! - 5 सेमी लीजिए। (आकृति 4.6)। 
2. # पर किरण #९ खींचिए, जिससे कि “४9४ - 60% 
3, ८ पर, किरण ८2 खींचिए जिससे कि 
4८2८2 ८ 45", और किरण ८०, 
किरण 89 का 4 पर प्रतिच्छेद करे। 
4. ०» 428८ ही अभीष्ट त्रिभुज है। 
उपपत्ति : इसकी उपपत्ति कोण-भजा-कोण सर्वागसम प्रमेय का प्रयोग करके दी जा सकती है। 


रचना [] : त्रिभूज बनाना जब उसकी दो भुजाएं और उनका अन्तरित कोण दिये हों। 
उदाहरण : त्रिभूज .4,८' बनाइए जब कि 48 ८ 2.5 सेमी, 8८! 5 3 सेमी और ८79 ८ 60० 


दिया है: 5 48८ में, 
8८ ८5 3 सेमी, ८8 - 60", 48 - 2.5 सेमी 
अभीष्ट ; 5 080 की रचना करना 
रचना के चरण : 
]. रेखाखण्ड #८' ८ 3 सेमी खींचिए। 
2. किरण #9 खींचिए जिससे कि ८८87 < 60"| 
59 पर बिन्द्‌ 4 लीजिए जिससे कि 8.4 - 2.5 सेमी। 
4, 4८ को मिलाइए ८ 
5 42८ ही अभीष्ट त्रिभुज है (आकृति 4.7) ,आकृति 4,]7 
उपपत्ति : इसकी उपपत्ति।भुजा-कोण- भुजा सवागसम अभिगुहीत का प्रयोग करके वी जा सकती है। 


रचना 2 : तमकोण तरिभुज बताना जिसका कर्ण ग्रश् एक भृजा दी हों। 


उदाहरण : एक समकोण त्रिभुज 4४८! बनाइए 
जिसका कोण ८! समकोण हो और 

जिसका कर्ण 49 -- 5.5 सेमी और 

॥ 3 एक भुजा #2 ८ 4.5 सेमी 

| 


- दिया है: 0 4722८ में 
८८ < 90" 8८ ८ 4.5 सेमी, 
42 ८ 5.5 सेमी छ ५ 
अभीष्ट; त्रिभुज 48८ की रचना करना. आकृति 4.8 









१ 
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रचना के चरण : 
| . रेखाखण्ड 90 4.5 सेमी खींचिए। 
2. 2 पर, किरण ८४ खींचिए, जिससे कि 
482ए< 90९ 
3. # को केन्द्र मान कर और त्रिज्या 5.5 
सेमी (5.48) लेकर एक चाप खींचिए जो 
८९ को 44 पर प्रतिच्छेद करती हो। 
4. 4४8 को मिलाइए। | 
5 .49८ ही अभीष्ट जिभुज है (आकृति 
4.8)| ' $ 
उपरपत्ति: -इसकी उपपत्ति समकोण-कर्ण-भुजा सवांगसम प्रमेय का प्रयोग करके दी जा सकती 
है। 


टिप्पणी : ध्यान दीजिए कि त्रिभुज की रचना के लिए, उसके तीन अवयवों की जानकारी होना आवश्यक 
है। () भुजा भुजा भुजा (॥) कोण भुजा कोण (0) भुजा कोण भुजा। यदि केवल तीन कोण दिये हों, तो 
उनसे एक नहीं, अनेक त्रिभुज प्राप्त होंगे। स्थिति (॥) में, जों कोण दिया है, उसकी भुजाओं के अंतरित 
होना आवश्यक है। क्या स्थिति होगी, यदि दो भुजाएं और उन में से एक का सम्मुख कोण दिया हुआ हो? 
आप आसानी से जांच कर सकते हैं कि इस स्थिति में सम्भव त्रिभुजों की संख्या, दो, एक या शून्य हो 
सकती है। समकोण-कर्ण-भुजा त्रिभुज रचनां, बीच की श्रेणी में आती है, अर्थात्‌ एक त्रिभुज सम्भव है। 
यहां दिया गया कोण, एक समकोण है। 


८ 


प्रश्नावली 4.9 


, & 49८ की रचना कीजिए, जबकि 9८! - 5 सेमी, 48 - 7.5 सेमी और 
“8 - 45० है। शेष दो कोणों को मापिए। 

2. ४ 42८ की रचना कीजिए, जहां 2८! -- 5.2 सेमी, /8 - 457 और ८८! 5 60% 

. शीर्ष 4 से लम्ब खींचिए और इसे मापिए। 

3. “* /(४ की रचना कीजिए जहां /(2 < 5 सेमी, (2? -- 6 सेमी और #7? ८ 7.5 

सेमी। शीर्ष # से माध्यिका खींचिए और इसे मापिए। 

4. एक समकोण त्रिभुज बनाइए, जिसमें कर्ण की लम्बाई 5.8 सेमी, और एक भुजा की 
लम्बाई 4.] सेमी है। तीसरी भूजा मापिए। 

. समद्विबाहू त्रिभुज बनाइए जिसका आधार 3.6 सेमी और शीर्ष कोण 30" हो। 
[संकेत : प्रत्येक आधार कोण -- 757] 


किन 


पा 
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6. एक त्रिभुज बनाइए जिसकी भुजाएं 3.6 सेमी, 3 सेमी और 4.8 सेमी हैं। सब से छोटे 
कोण का समद्विभाजक खींचिए 

7. 8&.498८की रचना कीजिए जहां 890 5 7.5 सेमी, (१ 5 6सेमी और /( - 05०" हैं। 
“4 और ८# के समद्विभाजक खींचिए और उनका प्रतिच्छेद बिन्दु 0 ज्ञात कीजिए 
“804 मापिए 


4.6 त्रिभुज़ों की रचंना : कुछ जटिल स्थितियां 


रचना 3 : त्रिभूज बनाना जिसका आधार 5 सेमी, अन्य दो' भूजाओं का योग 7.5 सेमी और एक आधार 
कोण 60 हो; 


दिया है : & 478८ में, 48 + 4८ - 7.5 सेमी, 8८' ८ 5 सेमी और ८4.80 - 60० 
अभीष्ट: त्रिभुज 488८ की रचना करना 
[विश्लेषण : एक त्रिभुज 49८' बनाइए। उसमें 
“2 -< 60% 8८ - 5 सेमी लीजिए। इस से ज्ञात 
होता है कि भुजा 8८" और किरण 84 तो तुरन्त खींच 
सकते हैं। हमें ज्ञात है कि 8.4 + 4(' - 7.5 सेमी। 
8.4 को /0 तक ऐसा बढ़ाइए कि 470 + 4८॥ 
87 - 7.5 सेमी लीजिए और 70८ को मिलाइए। 
क्योंकि 470 5.4८, अतः बिन्दु 4, 700 के .& 
समद्विभाजक पर होगा।] है 
रचना के चरण : हे 
. रेखा खण्ड 9८' ८ 5 सेमी खींचिए। 
2. किरण 87 खींचिए जिससे 
. कि ८८7९ए- 600 
3. #9 पर ऐसा बिन्दु 02 लीजिए 
जिससे कि 8705 7.5 सेमी, हल उ्ज्न्के 
20 को मिलाइए | आकृति 4.9 


4. 0८ का लम्ब-समद्विभाजक खींजिए, जो /9/0 का बिन्दु 4 पर प्रतिच्छेद करे। 
5. 4८ को"मिलाइए। 
5 42८ ही अभीष्ट त्रिभुज है। (आकृति 4.9) 


रचना [4: त्रिभुज की रचना करता जिसका परिमाप 0.5 सेमी और आधार कोण 60? और 457 हों। 












बा 
रही 





( 
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ह आकृति 4.20 


वियाहै:. 8 4782८ में ८४ - 60%, ८८ 55 457 और 48 + 8८! + ८४0 5 0.5 सेमी। 
अभीष्ट: त्रिभुज 49८ की रचना करना 

[विश्लेषण : मान लीजिए आपके द्वारा बनाया गया & 48८ अभीष्ट त्रिभुज है। इसमें 0.5 सेमी _ 
लम्बाई का रेखाखण्ड कौन-सा है? 8८! को दोनों ओर बढ़ाइए और उस पर ऐसे बिन्दु ४ और 0 
,लीजिए कि 7४ - 48 और ८22 5 4८ तब /2(2 5 0.5 सेमी। 4/? .4(2 को मिलाइए। ध्यान 
'दीजिए कि ८; 400 के लम्ब समद्विभाजक पर होगा और 2 49 के लंब समद्विभाजक पर। इसलिए यदि 
'हम ॥& 470 की रचना कर सकें तो & ८! की रचना करना कठिन नहीं। ५ 4/0 में /(2 ८ 0.5 


सेमी और क्‍या पता लगाना है? /4709 ८ ८7१49 -- तर >< 60%] 
रचना के चरण : 
. 225 0.5 सेमी खींजिए। 
2, / से होते हुए किरण ४ खींचिए जिससे कि ८77०2 <- -- ८ 60० 


3. ९ से होते हुए किरण 02 खींचिए जिससे कि “20070 ८ --- »< 45०; और जो /?४ का 4 
पर प्रतिच्छेद करे। 


4. 4/और (2 के लम्ब-समद्विभाजक खींचिए जो (2 को क्रमशः बिन्दु # और 2 पर 
मिलें। 8,480 ही अभीष्ट त्रिभुज है। (आकृति 4.20) 
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उपपत्ति: 495" 7% 4-८ ८2 । (रचना) 
“ अंडर ने 8८ + ८4 5 79 + #2 + ८९2 ८ 0.5 सेमी 
८479८ बह 2 >< दर >< 60? -- 60९ 
इसी प्रकार, ८8८4 5-5 45% 


रचना 45 : त्रिभूज 489८' बनाइए जिसमें 8८! ५4 सेमी, 48 - 5 सेमी और माध्यिका 
87 + 3.5 सेमी हो। 


शै 





आकृति 4,2]' आकृति 4,22 


विया है : 6 4892 में 49 - 5 सेमी, 9८ -- 4 सेमी, माध्यिका 8८ ८ 3.5 सेमी 

अभीष्ट : 5 48८ की रचना करना 

[विश्लेषण : 48 #(' और माध्यिका 872 की लम्बाई दी हुई है। आइए हम ऐसे त्रिभुज की खोज करें 
जिसकी तीनों भुजाएं निर्धारित की जा सकें। यदि /2 89८ का मध्य बिन्दु ही, तो & 8/2£ ऐसा ही एक 


त्रिभुज है (आकृति 4.2), क्योंकि 708 << तर 49 हमें ज्ञात है। अतः £ निर्धारित हो जाने पर 4 को 


आसानी से निर्धारित किया जा सकता है। इस तरह & ,4/8८' निर्धारित हो जाता है।] 
रचना के चरण : 
2८ - 4 सेमी खींचिए। 
#८ को बिन्दु 70 पर समद्विभाजित कीजिए। 
# को केन्द्र मान कर और 3.5 सेमी की लिज्या लेकर एक या वंगाइए। 
] 


2 को केन्द्र मान कर और 2.5 सेमी (८ "7 2#) की जिन्‍्या जैकर एफ अन्प चाप तगाइए 


40%: कल लक 
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जो पहले चाप का बिन्दु £ पर प्रतिच्छेद करता हो। 
5. ८४ को मिलाइए और इसे 4 तक बढ़ाइए जिससे कि £4 -+ ८फ् 
6. 4# को मिलाइए। 

& 479८ ही अभीष्ट त्रिभुज है। (आकृति [4.22) 


प्रश्नावली 4.0 


]. एक समबाह त्रिभुज बनाइए जबकि इसका एक शीर्ष-लम्ब 3.2 सेमी लम्बा हो। 

2. एक समकोण त्रिभूज बनाइए, जबकि उसके कर्ण पर शीर्ष लम्ब 5 सेमी लम्बा हो और 
उसका एक न्यून कोण 30" का हो। 

3. त्रिभुज .49८' बनाइए, जबकि 479 -- 4 सेमी, ,4(? 5 3 सेमी, और भुजा 8८ पर 
शी८ लम्ब 2,5 सेमी लम्बा हो। 

4. एक त्रिभुज बनाइए जबकि आधार के कोण 457 और 60" हों और आधार पर शीर्ष 
लम्ब 2 सेमी लम्बा हो। 

5. त्रिभुज 489८ बनाइए, जिसमें 8८ -- 4.5 सेमी, 47 -- 3 सेमी, और शीर्ष लम्ब 
47) - 2.5 सेमी। 

6. एक त्रिभुज बनाइए जिस का परिमाप 3.5 सेमी हो और तीनों भुजाओं में 2 : 3 : 4 का 
अनपात हो। 

7. त्रिभुज 48८ बनाइए जबकि 8८ - 4 सेमी, ८8 --१5? और मसाध्यिका [0 + 3.2 
सेमी। 


4.7 विशेष प्रकार के चत्र्भुजों की रचना 

रचना 6: समातरचतुर्भज बनाता जब उसकी दो क्रमागत भुजाएं और उनके बीच का कोण दिये हों। 
उवाहरण : समांतरचत्‌र्भज 49८70 बनाइए, जबकि 49 - 5.6 सेमी, 472 4 सेमी और 
८4 5६ 60० 


दिया है: समांतरचतुर्भुज 48८7 में 48 -- 5.6 सेमी, 470 ८ 4 सेमी और ८4 - 60" 
अध्रीष्ट समातरचतर्भज 48८7) बनाना 

[विश्लेषण : समांतरचतुर्भज की सम्मुख भुजाएं बराबर होती हैं। इस प्रकार हमें चत्‌र्भज की चार 
भजाएं और एक कोण ज्ञात हैं।] 
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5.6,सेमी 


आकृति 4.23 


रचना के चरण : 
, रेखा खण्ड 47 -- 5.6 सेमी खींचिए। । 
, किरण ४४ खींचिए जिससे कि ८84 ४ -5 60?। | 
. किरण 4४ पर बिन्दु 22 लीजिए जिससे कि 470 5 4 सेमी। | 
, # को केन्द्र मान कर और .47) के बराबर जिज्या लेकर 49 के उस ओर एक चाप लगाइए 
जिस ओर 7 है। 
5. 7) को केन्द्र मान कर और .49 के बराबर त्रिज्या लेकर एक अन्य चाप लगाइए जो चरण (4) 
के चाप का बिन्द ८! पर प्रतिच्छेद करे। 
6. 8८' और /0८' को मिलाइए 
428८7 अभीष्ट समांतरचतुर्भुज है। (आकृति 4.23) 


अं (० 2 लत 


प्रश्नावली 84.] 


]. एक समांतरचतुर्भुज बनाइए जिसकी दो क्रमागत भुजाएं 4.5 सेमी और 3.6 सेमी लम्बी 
हों और उनके बीच का कोण 75९ का हो। 

2. एक समांतरचत्‌र्भज बनाइए जिसकी दो भुजाएं 4 सेमी और 2.5 सेमी लम्बी हों और 
उनके बीच का कोण 05० का हो। 
केवल रूलर और परकार की सहायता से उसकी 4 सेमी लम्बी भुजा पर एक शीर्ष से 
लम्ब डालिए 

3, एक आयत बनाइए जिसकी क्रमागत भुजाएं 5 सेमी और 3.5 सेभी लम्बी हों। 
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4. केवल रूलर और परकार का प्रयोग करके 2 सेमी भुजा का एक वर्ग बनाइए। 
5. एक समचतु्‌र्भज की प्रत्येक भूजा 3.4 सेमी लम्बी है और उसका एक कोण 45 का है। 
समचतुर्भुज की रचना कीजिए। 


रचना 7 : समातरचतुर्भज बनाना जब उसकी दो क्रमागत भुजाएं और एक विकर्ण दिये हों। 


जदाहरण : एक समांतरचतर्भज बनाइए जिसकी भजाएं 3 सेमी और 2.6 सेमी लम्बी हों और जिसका 
एक विकर्ण 4 सेमी लंबा हो। 


दिया है: समांतरचतुर्भुज 49८7 में 
428 - 3 सेमी, 470 <- 2.6 सेमी और (१ - 4 सेमी। 
अभीष्ट : समांतरचतुर्भज 48८7) की रचना करना। 
[विश्लेषण : समांतरचतुर्भुज की सम्मुख भुजाएं बराबर होती हैं। अतः हमें चार भुजाएं और एक विकर्ण 
ज्ञात हैं। 48, 8८" और 4८ से & 48८ बनता है। 48 -- 3 सेमी, 8८! -- 470 -- 2.6 सेमी और 
4८ - 4 सेमी।] 
रचना के चरण : 
. ]. 4८ 5 4 सेमी खींचिए। 
2. 4 और ८ को केन्द्र मान कर और 3 सेमी की ज़िज्या लेकर 4८” के दोनों ओर एक चाप 
लगाइए। ह 
3. ८ और 4 को केन्द्र मान कर और 2.6 सेमी की त्रिज्या लेकर, दो चाप लगाइए जो चरण 2 के 
चापों को बिन्दु 9 और / पर प्रतिच्छेद करते हों। 
4. 48, 8८, ८72 और 724 को मिलाइए। 48८70 अभीष्ट समांतरचतुर्भज है। 
(आकृति 4.24) 





आकुति 4.24 


ज्यामितीय रचनाएं 30] 


प्रश्तावली 4,2 


. समांतरचतुर्भज 48८70 बनाइए जिसमें 8 5: 3 सेमी, ' 80 ८ 5 सेमी और 
/#( 5 4 सेमी। 
.. केवल रूलर और परकार की सहायता से दो क्रमागत कोणों के समद्वि भाजक खींजिए। 
, . , 2. एक समांतरचतुर्भुज बनाइए जिसकी दो भुजाएं 3.7 सेमी और 4 सेमी लम्बी हों और 
| एक विकर्ण 6.] सेमी लम्बा हो। 
3. एक समचतर्भज बनाइए जिस की एक भजा 6 सेमी लम्बी और एक विकर्ण 8 सेमी लम्बा 
' हो। दसरे विकर्ण की लम्बाई मापिए 
4. एक आयत बनाइए जिसकी एक भुजा 5 सेमी लम्बी और एक विकर्ण 6.8 सेमी लम्बा 
हो। 
5. समचतुर्भज 48८70 बनाइए जिसमें 48 <- 8८' ८ 4८ ८ 3 सेमी हो। 
6. एक आयत बनाइए जिसकी एक भुजा 3.5 सेमी लम्बी है और इस भुजा और विकर्ण के 
बीच का कोण 30" का हो। 


रचना 8 : एक समांतर चतुर्भूज बनाना जबकि उसके दो विकर्ण और उनके बीच का कोण दिया हुआ 

ही। 

उदाहरण : एक समांतरचतुर्भुज 49८70 बनाना जबकि 4८: 55 7.2 सेमी तथा 870 -- 5.4 सेमी और 

विकर्णों के बीच का कोण 30? का हो। 

दिया है: एकसमांतर चत्र्भज 429८7) में 4८: - 7.2 सेमी, 8/0 55 5.4 सेमी तथा 4८ और 
| / 22 के बीच का कोण 30 का है। 





भर 


आकृति. 4.25 
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अभीष्ट: समांतरचतुर्भज बताना 
[विश्लेषण : समांतरचतुर्भज के विकर्ण एक दूसरे को समद्विभाजित करते हैं। यदि 42 और 87) बिन्दु 
0 पर प्रतिच्छेद करते हों तो 40 5-5 0८, 80 5 070 और ८408 - 30" 

रचना के चरण : 

4८ - 7.2 सेमी खींजिए और इसे 0 पर समद्विभाजित कीजिए। 

, एक ऐसी किरण 0९ खींचिए जिससे कि “409 - 30९ 

. किरण 209 को बढ़ाइए जिससे कि रेखा #”209 बने। 


, 0 को केन्द्र मानकर और 2.7 सेमी (८ पर » 5.4) की त्रिज्या लेकर चाप खींचिए जो रेखा 


४2५ का 9 और / पर प्रतिच्छेद करते हों। 
5. 48 8८, ८72 और 04 को मिलाइए। 
49८70 अभीष्ट सम्रांतरचतुर्भज है। (आकृति 4.25) 


>> ० ० ४+ 


प्रश्नावली 4.3 


], एक समांतरचतुर्भुज बनाइए जिसके विकर्ण 3.6 सेमी व 4.8 सेमी लम्बे हों और जिनके 
बीच का कोण 60? का हो। ह 

2. एक आयत 429८7) बनाइए जिसमें 4८ -- 4.5 सेमी और दो विकर्णों के बीच का कोण 
30० का हो। 

3. एक समचतुर्भुज बनाइए जिसके विकर्ण क्रमशः 4 सेमी और 6 सेमी लम्बे हों। 

4. एक वर्ग बनाइए जिसका एक विकर्ण 5 सेमी लम्बा हो। 


रचना 9 : समलम्ब बनाना जबकि इसकी चारों भुजाएं दी हों और समातर भुजाएं संकेतित हों। 


उदाहरण : समलम्ब 49८५0 की रचना कीजिए जबकि ,48 || ८7) 498 - 4 सेमी, 
38८ < 2.3 सेमी, ८7) ८ 2.8 सेमी और .470 -- .9 सेमी। 


दिया है: समलम्ब 429८7 में, 48 | ८270) एक >> 

429 - 4 सेमी, 9८! - 2.3 सेमी, 

. ८ ८ 2,8 सेमी और 470 + .9 ड 

सेमी। क्र 

अभीष्ट : समलम्ब 49८70 की रचना “£. वसेमी ४ 8 और 
करना आकृति 4.26 
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[विश्लेषण : यहाँ न तो कोई कोण दिया गया है और न ही ऐसी तीन भुजाएं जिनसे त्रिभुज बनती हैं। 
4 ८५४), परन्तु 48 - ८४7 इस से यह पता चलता है कि .48 पर एक ऐसा बिन्द 7 ले सकते हैं 
जिससे कि 48 5 ८४० 5 2.8 सेमी। इस प्रकार 48८४0 एक||”' होगा और ८ 5 470 - 7.9 सेमी। 
क्या आप (79% बना सकते हैं? हां बना सकते हैं और तब ||” 4 ४८१0 सरलता से बनाया जा सकता 


है।] 
रचना के चरण 
. रेखाखण्ड 48 - 4 सेमी खींचिए 
2, किरण 49 पर बिन्दु £/ लीजिए जिससे कि 477 -- 2,8 सेमी। ह 
3. £ और # को केन्द्र मान कर और क्रमश: .9 सेमी और 2.3 सेमी की त्रिज्याएं ले कर दो चाप 
खींचिए जो परस्पर बिन्दु 2 पर प्रतिच्छेद करते हों। 
4. 4 को केन्द्र मान कर और .9 सेमी की त्रिज्या लेकर रेखा 49 के ८(' की ओर एक चाप 
लगाइए। 
5. ८ को केन्द्र मान कर और 2.8 सेमी की त्रिज्या लेकर, एक चाप लगाइए जो चरण 4 के चाप 
का /) पर प्रतिच्छेद करता हो। 
6. 8८ ८7 और 204 को मिलाइए। 
“ 472८7 ही अभीष्ट समलम्ब है। (आकृति 4.26) 
प्रश्नावली 4.4 
. समलम्ब 479८7) बनाइए जिसमें 478 | ८०) 48 ८ 5 सेमी, 8८! - 3 सेमी, 
470 ८ 3.3 सेमी और समांतर भुजाओं के बीच दूरी 2.5 सेमी हो। 
2. समलम्ब 49८४0 बनाइए, जिसमें 48 || ८४0, 48 5 4.5 सेमी, 8८' -- 2.2 सेमी, 


८४0 5 2.8 सेमी और 470 -- .9 सेमी। 


., समलम्ब 479८7) बनाइए जिसमें 48 || ८7), 48 ८ 5 सेमी, 4.0 ८ 3 सेमी, 


४2८0 - 2.8 सेमी और ८4 ८ 60% 


44,8 तुल्य-क्षेत्रफल वाली आकृतियों की रचना 
रचना 20 : एक दिए हुए चतुर्भुज के क्षेत्रफल के बराबर क्षेत्रफल वाले त्रिभुज की रचना 
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पर छ छः हु 
आकृति ]4.27 


दिया है: एक उत्तल चतुर्भज 49८0 
अभीष्ट:. च॒तुर्भज 48८7 के तुल्य-क्षेत्रफल वाला त्रिभुज बनाना। 
[विश्लेषण : आपको याद होगा कि यदि दो त्रिभुज एक ही आधार पर और एक ही समांतर रेखाओं के 
बीच हों तो उन का क्षेत्रफल बराबर होता है। इस से पता चलता है कि चतुर्भुज के क्षेत्र को दो तिभुजीय 
क्षेत्रों में बांट देना ठीक होगा। 270 को मिलाइए। हम & 8/0८' के स्थान पर ऐसा त्रिभुज लेना चाहेंगे 
जिसका आधार 297) हो और क्षेत्रफल में ७ 872८ के बराबर हो। ८ से होती हुई 970 के समांतर एक 
रेखा खींचिए।] 
रचना के चरण 

]. 82 को मिलाइए 

2. ८ से होती हुई रेखा ८४ || 270 खींजिए जो रेखा 47 का बिन्दु £ पर प्रतिच्छेद करे। 

3, 7४ को मिलाइए 

5 4%7 अभीष्ट त्रिभुज है (आकृति 4.27)। 
उपपत्ति ; क्षेत्रफल (5 728८) क्षेत्रफल (8 7087) (क्यों?) 
अब क्षेत्रफल ([] 49८70) - क्षेत्रफल (8 7049) + क्षेत्रफल (5 7080) 
> क्षेत्रफल (& /0498) + क्षेत्रफल (& 087) 
> क्षेत्रफल (७ 47४0) 

टिप्पणी: ]. ध्यान दीजिए कि जो त्रिभुज हम ने ऊपर बनाया है केवल यही एक सम्भव तिभुज 

नहीं है। ऊपर की आकृति में हम ने भुजा 4470 को वैसे का वैसा रखा और ,498 को बढ़ाया। हम 

इसी प्रकार, किन्हीं दो अन्य क्रमागत भुजाओं को लेकर रचना कर सकते हैं और प्रत्येक स्थिति में 

एक अन्य त्रिभुज प्राप्त करेंगे जो क्षेत्रफल में दिये हुए चतुर्भुज के बराबर होगा। 

2. ऊपर दी गईरचना एक व्यापक विधि का उदाहरण है। हमने .49८:0 के स्थान पर ऐसे 

त्रिभुज की रचना की है जो क्षेत्रफल में इस के बराबर था, परन्तु जिसकी एक भुजा दिए हुए, 
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चतुर्भुज की शेष भुजाओं में से एक भुजा के संरेखीय थी। इसी प्रकार से हम एक चतुर्भुज की. 
रचना कर सकते हैं जो क्षेत्रफल में एक दिये हुए पथ्चभुज के बराबर हो; और व्यापक रूप मे, 
(४ -- ]) भुजाओं वाले बहुभुज की रचंना की जा सकती है जो क्षेत्रफल में दिए हुए # भुजाओं 
वाले बहुभुज के बराबर हो। इस प्रक्रिया को जारी रखते हुए हम अंत में एक त्रिभुज प्राप्त कर - 
सकते हैं जो क्षेत्रफल में एक दिए हुए बहुभुज के बराबर हो। 


प्रश्नावली 4.5 


. आधार ७४8 - 4 सेमी लेकर चतुर्भज 48८70 बनाइए जिस में 470 +- 720८ 
.+5 3 सेमी, 870 -- 4 सेमी और 8८7 -- 2 सेमी। 48 को बढ़ाकर उस पर एक त्रिभुज 
बनाइए, जो क्षेत्रफल में चतुर्भुज के बराबर हो। 

' 2, चतुर्भज 478८४ बनाइए, जिस में 48 55 5.2 सेमी, 28८! 55 6.4 सेमी, ८४० - 7.2 
सेमी और ८8 5-5 ८८ ८ 90?। 448 को एक भुजा मान कर एक त्रिभुज बताइए जो 
क्षेत्रफल में चतुर्भुज के क्षेत्रफल के बराबर हो। 

3. एक चतुर्भज 48८70 बनाइए जिसमें 48 5 5 सेमी, 8८! -- 7.5 सेमी और कोण .4, 
# और 72 क्रमश: 257, 70? और 95० के हों। एक त्रिभुज बनाइए जिसकी एक भूजा 
28८ हो और जो क्षेत्रफल में चतुर्भुज के क्षेत्रफल बराबर हो। 
त्रिभुज की शेष दो भुजाएं मापिए। 


अध्याय 5 


रैखिक समभिति 


5. भूमिका । 
हमने कई ज्यामितीय संकल्पनाओं जैसे रेखाओं का समांतर होना, रेखाओं का संगामी होना, आकृतियों 


. की सर्वांगसमता, इत्यादि का अध्ययन किया है। इन ज्यामितीय संकल्पनाओं के अध्ययन करने का एक 


प्रमुख कारण यह है कि हम इन संकल्पनाओं की अपने आस पास की प्रकृति में देखते हैं। इसलिए, पह 
आवश्यक है कि हम इन्हें समझें, ताकि जहाँ आवश्यकता पड़े हम इनका प्रयोग कर सकें। 
'सममभिति' ($७॥॥0/0५) एक अन्य महत्वपूर्ण ज्यामितीय संकल्पना है जो प्रकृति में बहुतायत 
में देखने को मिलती है और जिसका सर्वांगसमता के साथ निकट का सम्बन्ध है। हमारा अपना शरीर एक 
सममित पिण्ड है। इसी प्रकार बहुत से पौधे और पशु भी अपनी आकृति में सममिति प्रदर्शित करते हैं। 
यह भी पाया गया है कि क्िस्टलों में अणुओं/परमाणुओं का विन्यास भी समिति है। वास्तुविद्‌ और 


। अन्य डिज़ाइन अभियन्ता अपने कार्य में सममिति के गुणधर्मों का बहुत अधिक प्रयोग करते हैं। 


: उसे रैश्विक समिति (॥76थ 9/॥र/५79) कहते हैं। 


सममिति कई प्रकार की होती है। इस अध्याय में हम जिस प्रकार की समिति का अध्ययन करेंगे, 


5.2 समामत आकृतियां 
आकृति 5. में, एक बालक के चेहरे पर केवल एक 
आंख दिखाई गई है। दूसरी आंख को अभी चित्रित करना है। आकृति 5.] 


आकृत्ति 5.2 में, कछ विद्यार्थियों द्वारा परे किये गए चित्र दिखाये गए हैं। आप के विचार में 
किन-किन चित्रों में आंख ठीक प्रकार से चित्रित की गई है? अन्य चित्रों में क्या त्रटि है? 
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हमे सब जानते हैं कि आंखें , नाक के सापेक्ष समभित प्रकार से स्थापित होती हैं। इस वाक्य से कि, 
'आंखें नाक के सापेक्ष, सममित प्रकार से स्थापित होती हैं' आप क्या समझते हैं? सामान्य मनुष्य की 
भाषा में, हम कह सकते हैं कि आंखें नाक से बराबर दूरी पर हैं और दोनों आंखें एक ही स्तर पर हैं। 

हम देखते हैं कि आकृति 5.2 (घ) में आंखे ठीक-ठीक चित्रित हैं। इस आकृति को फिर ध्यान से 
देखिए। मान लीजिए हम एक कागज के पन्‍ने को (जिस पर आकृति बनी है) नाक (रेखा) के साथ मोड़ 
कर तह (शिकन) कर लें तो चेहरे की आकृति इस तह (शिकन) से दो भागों में बंट जाएगी। यदि हम पन्ने 
को फिर शिकन के साथ मोड़ें तो इन दो भागों की क्या स्थिति होगी? ये दोनों भाग पूर्ण रूप से एक दूसरे 
को ढक लेंगे अर्थात्‌ सपाती होगे। दोनों आंखें भी संपाती होंगी। यदि अन्य चित्रों (क), (ख), (ग) और (ड) 
को इसी प्रकार तह करें तो क्या आंखें परस्पर संपाती होंगी? नहीं। क्या आपके अनुसार चित्र (क), (ख), 
(ग), और (ड) ठीक से चित्रित किये गए हैं? नहीं। 

हम कहेंगे कि आकृति 5.2 (घ) में दिखाया गया चेहरा एक सममित आकृति है। यह किसी न 
किसी एक रेखा (यहां, नाक रेखा) के सापेक्ष सममित है। अतः चेहरा एक रेखा के सापेक्ष सममित है या 
हम कह सकते है कि चेहरे की रैल्विक सममिति है। 

अंतर्ज्ञान द्वारा (अनुभव के आधार पर) आपको 'सममिति' और 'सममित आकृतियों के बारे में 
कछ धारणाएं पहले से ही हैं। आकृति 5.3 में दिखाये गए पत्ते के बारे में आप क्‍या कहेंगे? क्या यह 
सममित है? ऐसा क्‍यों है? क्या इसकी व्याख्या आप कर सकते हैं? आकृति 5.4 में दिखाये गये पत्ते के 
बारे में क्या कहेंगे? क्या यह सममित है? ऐसा क्यों नहीं है? क्या इसकी व्याख्या आण् कर सकते हैं? 


जा 
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आकृति 5.5 को देखिए। यदि पन्‍ने को 4.9 के साथ साथ तह करें तो आकृति के (49 द्वारा बनाये 
गए) दोनों भाग परस्पर संपाती होंगे? अत: हम कह सकते हैं : 

"आकृति 5.5 का चित्र सममित है और 48 उसका सममिति अक्ष (308 ० 9णगणाक्षाएं है । 

कोई आकृति तब सममित आकृति होती है, जबकि आकृति के समतल में एक ऐसी रेखा / हो, कि 
आकृति को / के साथ साथ तह करने पर आकृति के दोनों भाग परस्पर संपाती हो जाते हों। रेखा / को , 
आकृति की सममिति अक्ष (355 ० $५ग्र८7५) कहते हैं। 

आकृति 5.6 को देखिए। यह एक सममित आकृति है। / और # रेखाएं दोनों ही इसके सममिति 
बक्ष हैं। ह 


आकृति 5.4 
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इस प्रकार, एक सममित आकृति के एक से अधिक सममित्ति अक्ष हो सकते हैं। 
सममित आकृतियाँ बनाने की कुछ रोचक विधियाँ हैं। ऐसी दो विधियों का वर्णन हम यहाँ कर रहे 


-९9- ) 


हैं। 


वी 
टक 





आकृति 5.5 आकृति 5.6 


विधि ॥ - पी ' 
कागज का एक टुकड़ा लीजिए, उसे तह कीजिए और तह का निशान डाल दीजिए। कागज को खोलिए 
और उस निशान पर स्याही की एक बूंद डाल दीजिए और कागज को दुबारा तह कीजिए। इस स्थिति में; 
कागज को आहिस्ता से दबाइए ताकि स्याही चारों ओर फैल जाए। अब कागज को खोलिए। आप देखेंगे 
कि कायज पर जो विचित्र आकृति बनी है वह सममित आकृति है, तह का निशान इसका सममिति अक्ष 
है (आकृति 5.7)। इन आकृतियों को कभी-कभी स्याही के दानव' भी कहते हैं। (इन्हें हमें 'स्याही का 
देव” क्यों नहीं कहना चाहिए?) 





आकृति [5.7. 


रैखिक सममिति 309 
विधि गा 

कागज का एक टुकड़ा लीजिए, इसे तह कीजिए और तह का निशान डाल दीजिए। तह किये हुए कागज 

के नीचे एक कार्बन पेपर रखिए, जिसका कार्बन वाला भाग ऊपर की ओर हो। अब, अपनी पैंसिल 
लीजिए। तह के निशान पर के किसी बिन्दु से आरम्भ कर कोई चित्र बनाइए जो तह के निशान पर के 
एक बिन्दु पर आकर समाप्त करें। कागज को उठाइए और इसे खोल दीजिए। आप देखेंगे कि कागज पर 
एक सममभित आकृति बनी है और तह का निशान इस आकृति का सममिति अक्ष है (आकृति 5.8)। 





१ आकृति 5.8 


अभीत्तक आपने एक ही आकृति लेकर, यह विचार किया है कि वह आकृति सममित है या नहीं? और 
यदि सममित है तो इसका सममिति अक्ष क्‍या है? इत्यादि। आइए चेहरे की आकृति की दोनों आंखों पर 
हम फिर से विचार करें। हम देखते हैं कि दोनों आंखें नाक के आपेक्ष सममित हैं। हम यह भी कह सकते हैं 
किनाक के सापेक्ष प्रत्येक आंख दूसरी आंख के सममित है। इससे हमें, किसी रेखा के सापेक्ष दो परस्पर 
सममित आकृतियां परिभाषित करने में सहायता मिलेगी। 

अंतर्ज्ञन से, हम कह सकते हैं कि काग़ज॒ पर दो आकृतियां #' और 7? एक रेखा । के सापेक्ष, 
परस्पर सममित होती हैं' यदि कागज को / के साथ साथ तह करने पर आकृतियां संपाती हो जाती हों। 
(आकृति 5.9) 

यदि एक समतल में, एक आकृति /” और एक रेखा / दी हुई हों, तो / के सापेक्ष, /' के सममित, एक * 
आकृति /” की रचना हम कर सकते हैं। एक विधि का वर्णन आगे दिया है। । 
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आकृति 5.9 


उस कागज को, जिस पर /” और । हैं, / के साथ साथ तह कीजिए और तह का निशान डाल 
दीजिए। कागज को इस प्रकार रखिए कि आकृति #' ऊपर की ओर हो। तह किये हुए काग्रज के नीचे एक 
कार्बन पेपर रखिए जिस का कार्बन वाला भाग ऊपरी ओर हो। कागज की दृढ़ता से थाम कर, पैंसिल 
द्वारा आकृति #' को ट्रेस कीजए। अब कागज को खोल कर दीजिए। कार्बन द्वारा बनी आकृति ही, 
अभीष्ट आकृति 7 है। रेखा / के सापेक्ष, आकृति #", आकृति #'के सममित है (आकृति 5.0)। 





आकृति 5.0 
कागज के टुकड़े को जिस पर #, #” और / बने हैं, मेज पर रखिए (आकृति 5.)। एक समतल 
दर्पण को रेखा / के साथ रखिए, जिससे कि इस में आकृति /' का प्रतिबिम्ब देखा जा सके। दर्पण में 
आकृति / के प्रतिबिम्ब देखिए और इसकी तुलना आकृति #”” से कीजिए, जो आपने पहले बनाई थी। 
आप क्या देखते हैं? | 


रैखिक सममिति ' 3]] 


टिप्पणी : दी हुई आकृति के सममित आकृति को, कई बार, निर्दिष्ट आकृति का दर्पण प्रतिबिम्ब 
(7ंग्रण 7886) भी कहते हैं। इस प्रकार कोई आकृति और उस का दर्पण प्रतिबिम्ब, दर्पण के 


सापेक्ष, परस्पर सममित होते हैं। 


रे 
न्प्ट 


आकृति 5,] 











प्रश्नगावली 5.] 


. नीचे की प्रत्येक आकृति में एक अतिरिक्त बिन्दुकित रेखा दिखाई गई है। ध्यान से 
देखिए, आकृति का नाम बताइए और बताइए कि आकृति, बिन्दुकित रेखा के सापेक्ष, 
सममित है कि नहीं। 





(ख) (ग) धर 
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2. नीचे की आकृतियों में (क) एक समह्विबाहु त्रिभुज, (ख) एक समबाह त्रिभुज और 
(ग) एक विषमबाहु त्रिभूज. है। 
प्रत्येक स्थिति में बताइए कि कया त्रिभुज, समभित आकृति है? यदि त्रिभुज सममित है तो 
सममिति अक्षों की संख्या बताइए और उन्हें बिन्दुकित रेखाओं से प्रकट कीजिए 


(८) 


रख 


3. नीचे की प्रत्येक आकृति में, बताइए कि 
() क्‍या आकृति सममित है? और यदि हां तो (8) सममिति अक्षों की संख्या कितनी 
है? और समभिति अक्षों को प्रकट भी कीजिए। 


तक आओ, 


आकृति 5.4 


4. नीचे की प्रत्येक आकृति पर प्रश्न 3 को पुनः कीजिए। (ध्यान रखें कि शीर्षों के निकट 
दिखाए गए चाप, आकृति के अभिन्‍न भाग हैं। ) 


८ ८ ८) 


ख ग) 





आकृति 5.3 


(ग) 





(क) 


आकृति 5.5 


रैखिक सममभिति 3[3 


5. वृत्त का प्रत्येक व्यास उस वृत्त का एक सममिति अक्ष होता है। नीचे की प्रत्येक आकृति 
में या तो एक वृत्त है या वृत्त का कोई भाग। प्रत्येक स्थिति में, सममिति अक्षों की संख्या 


बताइए और उन्हें प्रकट कीजिए 
(क) हा) 
आकृति 5.6 


6. नीचे की प्रत्येक आकृति में सममिति अक्षों की संख्या, यदि कोई हो, तो बताइए। 


कुक्का 


ह आकृति 5.7 
7. मान लीजिए ,$” अंग्रेजी वर्णमाला के अक्षरों का समुच्चय है। 

(4,.७,८.2,&# 67,॥7#&, 4, 0, 0, 22 (27?,3, 7, 9 ४ #€ एट) 
प्रत्येक अक्षर को एक आकृति मान कर, नीचे दिये गए समुच्चयों को सारणीबद्ध रूप सें 
लिखिए : 

() 4 (5 [5 €,5", £ एक क्षैतिज अक्ष के प्रति सममिति है) 
(४) #'< (£ ८ ४”: ४ एक लम्बगत अक्ष के प्रति सममिति है) 
(॥) ८" [5 € ७”, » सममित आकृति नहीं है) 

(४) 70! ८ [५ € .५”: ४ के एक से अधिक सममिति अक्ष हैं) 


3]4 


5.3 रैखिक समामाति 


गणित 


रैखिक समभिति के आधार-भत विचारों को स्पष्ट करने के उद्देश्य से, हमने पिछले खण्ड में, उदाहरणों 
द्वारा इस संकल्पना का अनौपचारिक रूप से अध्ययन किया। नीचे, हम इस मौलिक संकल्पना का वर्णन 
ज्यामितीय शब्दों में करेंगे और फिर रैखिक सममित आकृतियों के कछ गण धर्मों का निगमन करेंगे। 


- हमने देखा कि चेहरे की आकृति में दोनों आंखें 
नाक की रेखा के सापेक्ष, परस्पर सममित हैं। मान 
लीजिए, हम आंखों को दो बिन्दुओं .4 और # से प्रकट 
करें और नाक को एक रेखा खण्ड [ से। बिन्दुओं 4, 8 
और रेखा / में परस्पर क्या सम्बन्ध देखते हैं? आप 
देखेंगे कि रेखा / 48 का लम्ब-समद्विभाजक है 
(आकृति 5.8)। 


परिभाषा : दो बिन्दु 4 और 4९ एक रेखा | के 
सापेक्ष, यममित होते हैं यदि रेखा / रेखा खण्ड 4.4" 
को लम्ब-समद्विभाजित करे। 

उपरोक्त स्थिति में, हम कहते हैं. कि दोनों 
बिन्दुओं 4 और 44 में से प्रत्येक बिन्दु, रेखा / के 
सापेक्ष, दूसरे बिन्दु के सममित है; और रेखा / उस 
आकृति का सममिति अक्ष है जिसमें ये दो बिन्दु हैं। 


टिप्पणी : क्योंकि हमने सममिति को एक रेखा 
के सापेक्ष परिभाषित किया है, इसलिए हम इस 
प्रकार की समभिति को 'रैखिक सममिति' 
(॥7०4॥ 8शा॥707९) कहते हैं। परन्तु जब 
कभी सममभिति सम्बन्धी किसी कथन में 

सममिति अक्ष का प्रयोग करते हैं तो विशेषण 
'रैखिक' का बोध स्वयमेव हो जाता है, इसलिए 
हम 'रैखिक शब्द का प्रयोग सदैव नहीं करेंगे। 


वर्षण प्रतिबिम्ब और समिति 





आकृति 5,8 





आकृति 5.9 


मान लीजिए 4 और 4 ' दो बिन्दु हैं जो एक रेखा / के सापेक्ष परस्पर सममित हैं। हमें ज्ञात है, कि रेखा ॥, 
रेखाखण्ड 4.4 ' का लम्ब-समद्विभाजक है। मान लीजिए रेखा / के साथ-साथ एक दर्पण रखा है और 
उसके सम्मुख 4 एक वस्तु है। तब 4 4 का / में (दर्पण) प्रतिबिम्ब है। आपको याद होगा कि दर्पण में, ... 


रैख़िक सममिति | 3]5 


किसी वस्तु का प्रतिबिम्ब, दर्पण के पीछे उतना ही दूर होता है जितना कि वह वस्तु, दर्पण के सामने। इस 
प्रकार 4' दर्षण / में, 4 का प्रतिबिम्ब होता है यदि रेखा | रेखाखण्ड 4,4 ' का लम्ब समद्विभाजक 
हो। अतः रेखा / के सापेक्ष 4 का सममित बिन्दु हो, दर्पण / में, .4 का प्रतिबिम्ब होता है। 
अब मान लीजिए, उपरोक्त दर्पण द्विफलक वाला है। दर्पण / में, तब .4 ' प्रतिबिम्ब है .4 का, और 
उसी दर्पण | में 4 प्रतिबिम्ब है, 4 ' का। दो बिन्दुओं 4 और 4” से बनाई गई यह आकृति ऐसी है कि 
दर्पण । में प्रतिबिम्बित होने पर, वह अपरिवर्तित रहती है। दोनों बिन्दुओं .4 और .4 में से प्रत्येक दूसरे 
' का दर्पण / में प्रतिनिम्ब होता है। 
इस प्रकार रैखिक सममिति की संकल्पना का, दर्पण (रेखा) प्रतिबिम्ब के शब्दों में वर्णन कर सकते 
हैं। 


हैं। 





आकृति 5.20 


उपपत्ति:._ मान लीजिए, # सममिति अक्ष है और दो बिन्दु 4 और 4९ # के सापेक्ष सममित हैं। 
4.4 ' को मिलाइए जो # को बिन्दु ॥४ पर प्रतिच्छेद करे तो परिभाषा से 


474 + 47४ और 4४ | # 0 
मान लीजिए, / रेखा # पर कोई बिन्दु है, यदि 2? ४ से संपाती हो, तो () से 

47८ 47? 2) . 
यदि £ /॥४ से भिन्‍न हो तो .4/? और ,4 7? को मिलाइए 

अब त्रिभजों 40४7? और 4 १/? में 

474 + 47४ [() से| 


20/ ८ ## । (उभ्यनिष्ठ) 


|| 
। 


प्रमेय 5. ; एक रेखा के सापेक्ष, दो सममित बिन्दु, उस रेखा पर स्थित प्रत्येक बिन्दू से समद्रस्थ होते . 
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८4747 5 ८47४९ (प्रत्येक समकोण) 
/ 0 4॥4 5 8 4707 (भुजा-कोण-भुजा सर्वांगसम अभिगृहीत) 

४75 470 (3) 
अतः (2) और (3) से, # के प्रत्येक बिन्दु /? के लिए ै 
475 477 


उप-प्रमेय : यदि दो बिन्दु.4 और 4१ एक रेखाक के सापेक्ष, सममित हों और कोई बिन्दु ॥॥# पर 
स्थित हो, तो 470 और.4 7१ % के साथ बराबर कोण बनाते हैं। 


[(डपपत्ति के लिए संकेत : ऊपर विए गए प्रमेय की उपपत्ति के अनुसार यह उपपत्ति दीजिए : 
यदि £ ॥ के साथ संपाती हो तो 47? | #% और 47? | # है। 
यदि /? ॥ पर संपाती न हो, तो & .4॥/ 55 ७.4 0/7? और इसलिए /4420॥ < ८47%/] 


थै 
न कमा 
॥ शी । ए भर 
8 आकृति 5.2[ 


प्रभेय 5.2 : यदि 4, 4” और #, ४! दो बिन्दु युग्म हों, जिसमें प्रत्येक युग्म एक रेखा ।# के सापेक्ष, 
परस्पर सममित हो, तो 49 - .4 (9! 





5. 5 
क्र ष् 
॥ 
| 
ऋई-जतजः हु काफजाएओे ॥] | ने 
0 ।क्‍ । | 
। छठ 
ल् कं 
() आकृति 5,22 0) 


उपपत्ति: 4.4” और 87” को मिलाइए जो रेखा # को बिन्दओं ॥/ और /५ पर क्रमशः प्रतिच्छेद 
। करें। 


रैखिक सममभिति 


स्थिति (0) : 


स्थिति (॥) : 


3॥7 
5874 और ४7 को मिलाइए। क्योंकि 9 और #:- रेखा # के सापेक्ष सममित हैं 
आन्आ - () 
और ८8॥40 - /४97॥0४ ... (2) 
तथा ॥/४ - 0४४ ... (3) 
अतः 3 80/0५ 55 4 8700५ (भुजा-कोण-भुजा स० अ०) 
अतः 820 5 89% ' ... (4) 
दो स्थितियां सामने जाती हैं : 
4, # रेखा % के एक ही ओर स्थित हैं। (आकृति 5.22 ()) 
तो, 4 ४! भी रेखा # के एक ही ओर स्थित होंगे। 
“. ८8//4 रू 907- ८80७४ 
न 90९ - ८“४70/४४ 
+ ८8270/4* 
और 40 - 47४ (परिभाषा) . 
904 - 978 (ऊपर सिद्ध किया) 
'. 8 ॥/479 - 5 ॥/4 7" (भूजा-कोण-भुजा सर्वांगसम अभिगृहीत) 
अतः 49 + 4१9 


4, 2 रेखा # के विपरीत दिशा में स्थित हैं, तो 4; 8” भी रेखा # के विपरीत दिशा में 
स्थित होंगे। 
८20/4 5 90९7+ ८800 - 


>- 90? + ८270//४ 
+ ८2724! 
474 - 47४ (परिभाषा) 
और #0/ 5 8// (परिभाषा) 
' 5 ॥447 5< 58 ॥/4%' (भूजा-कोण-भुजा सर्वांगसम अभिगुहीत) 
अत्त: 48 +- 4४77 


, इस प्रकार; सभी स्थितियों में 


428 48 


; ७ ० 
प्रमेय 5.3 : यदि रेखा # के सापेक्ष 4, 4: #, 38० सममित बिन्दु युर्म हैं, तो 
८480 < ८479८" ॥ 


अउपपत्ति : 


473, 2८ ८4, 47 ४४ और ८५4” को मिलाइए (आकृति 5.23)। 
क्योंकि 4, 4 8 8: सममिति बिन्दुओं के युर्म हैं, 
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» 4295 47 
इसी प्रकार 
, 22 - ४८ घ् 


और (4 ८ ८५4! हू 

अब त्रिभुजों 49८ और 49८" में, ५४७ 
4# + 4४" ड 
80 -+ #'८" ह ह का" 
८4 - ८4" 

» 68 405 080 47” (भुजा-भुजा-भुजा पू 


अतः ८49८ - ८47८” सववांगसम अभिगृहीत) आकृति 5.23 


प्रभेय 5.4: यदि.4, 4 ' और 8, 2", दो बिन्दु युरम हों, जिनमें प्रत्येक युर्म रेखा।# के सापेक्ष ससमित 
हो, और 48, # के समांतर हो, तो ,4 9 भी # के समातर होगा। 


उपपत्ति: 4.4” और 8४” को मिलाइए, खै 8 
कि जो रेखा # को क्रमशः बिन्दुओं 
॥/ और /४ पर प्रतिच्छेद करें जा कि 
गा 
(आकृति 5.24)। प् प्र 
श् 9. 
आकृति 5.24 
क्योंकि 4, 4' रेखा # के सापेक्ष सममित हैं, * 
« 44” # और 4.4 +- 2 40/ . () 
क्योंकि, 8 #' रेखा # के सापेक्ष सममित हैं, 
» 89! । ऋ और 88! 5 2 ५४ ,» (2) 
क्योंकि 49 || # व 48 || ॥/१४ (निर्दिष्ट) 
» 4//८- २ ,» (3) 


(), (2) और (3) से 
447 - 88' और 44" | 88 
“ 4429% एक समांतर चत्‌र्भज है। 
अतः 4797 || 48 
अब 4# || 42४" और 4४8 || # 
“ 4॥727 | # 


रैखिक सममिति 


3]9 


प्रभेय 5.5: यदि 4, 4” और 8 #! दो बिन्दु यूरम हों, जिनमें प्रत्येक युग्म, रेखा # के सापेक्ष सममित 
हों और यदि 48, # के समांतर नहीं हो, तो रेखा 48 और 47४९ रेखा # पर प्रतिष्छेद करेंगी। 





उपपत्ति : 


स्थिति 0) : 





() 


आकृति 5.25 


4.4” और ४7४” को मिलाइए, जो रेखा # को क्रमशः बिन्दु ॥/ और /५ पर प्रतिच्छेद 
करें। (आकृति 5.25) 

क्योंकि .4% रेखा | के समांतर नहीं है, इसलिए, रेखा .48, % को किसी बिन्दु 0 पर 
प्रतिच्छेद करेगी। 

24' और 279” को मिलाइए। 

क्योंकि 44, 44” रेखा % के सापेक्ष सममित हैं, 


» ८4000 5 /4' 00४ » () 
क्योंकि 8, ४" रेखा # के सापेक्ष सममित हैं, 

. ८200 ८5 /४2ष अर) 
दो स्थितियां सामने आती हैं : 


4, # रेखा # के एक ही ओर हो (आकृति 5.250)) तो, 0 रेखा खण्ड 48 का बिन्दु 
नहीं है। 

.. बिन्दु 2 किरण 4४ (या किरण 8.4 ) पर है। आकृति 5.25 () में 0 किरण 498 
पर है। और इसलिए, 04, 209 एक ही किरण है। 

» ८400 - ८80! «« (3) 


.(), (2) और (3) से 


“4 (0०04 5 ८80०४ 
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स्थिति () : 


गणित . 


और क्योंकि 4१ #' रेखा खण्ड # की एक ही ओर स्थित हैं, 
» (24” और 079' एक ही किरण हैं। 

अतः रेखा 479९ # को 0 पर प्रतिच्छेद करती है 

या 48. और 49: रेखा # पर प्रतिच्छेद करते हैं। . 


4, 2 रेखा # के विपरीत पक्ष में स्थित हो, (आकृति 5.250)) 
तो 2 रेखाखण्ड ,48 का एक बिन्दु है। 
८400 5 ८8४00 (शीर्षाभिमुख कोण) ... (4) 
(), (2) और (4) से हु 
८400 ८5 ८४०५ 
और चूंकि 4१ ४' रेखा #% के विपरीत पक्ष में स्थित हैं, 
« 40 और ८9' एक ही रेखा पर है या 
रेखा 49: # को 0 पर प्रतिच्छेद करता है। 
« 4# और 44% रेखा # पर प्रतिच्छेद करते हैं। 
अतः सभी स्थितियों में, 
“42 और .4 ४; रेखा # पर प्रतिच्छेद करते हैं। 


प्रश्नगावली 5.2 


दा 
में छि 
. आकृति 5.26 में, 4, .4' और 2, »! | के 
सापेक्ष सममित बिन्दु युग्म हैं, सिद्ध कीजिए कि 
८4085 ८ 40४9: +--+> £ 
3 नौ 


आकृति 5.26 | हि 


रैखिक सममितिं उठउा 


2. आकृति 5.27 में, 04 +- 08 - 09! 
- (24: ८409 - “409१ और 9 ४९ हह+ 
रेखा / के सापेक्ष सममित हैं। सिद्ध कीजिए कि ग्ठ 
4, 4" भी, रेखा / के सापेक्ष सममित हैं। 








्च आकृति 5.27 
ः- 
3. आकृति 5.28 में, बिन्दु 4, 44१ रेखा / के हि 
सापेक्ष सममित हैं। यदि 4८ - 4८" तो | 
सिद्ध कीजिए कि ८, ८४ रेखा / के सापेक्ष ४5 » 
सममित हैं। 
$ कु 
कं आकृति 5.28 


कि 







4. आकृति 5.29 में, 24 ++ 08 और 
429 | /है।सिद्ध कीजिए कि 4 और 2, रेखा 
/ के सापेक्ष सममित हैं। 


आकृति 5.29 ज_ः 


5. आकृति 5.30 में, 04 +- 08 और 
424 -+ 80 है। सिद्ध कीजिए कि रेखा 
£ 4, # का सममिति अक्ष है। 


४ 


5८7 पु 3. 
आकृति 530.. - कक 


गणित 


. आकृति 5.3| में, 04 -- 09 '< जल 
294 5 0% तो दिखाइए कि 00' 
4 और 2 का सममिति अक्ष है। 


ब्ई-- ठ् छः 


या 5.34 










. आकृति 5.32 में, 4 और 4१ रेखा / के 
« सापेक्ष सममित हैं। 9, 9 क्रमश: 24 और 
247 के मध्य बिन्दु हैं, सिद्ध कीजिए कि # 
और 2 रेखा / के सापेक्ष सममित हैं। कि 


, आकृति 5.33 में, 4, 4१ रेखा / के न 3 
सममित हैं। यवि 09 ८5 09! वो सिद्ध 

कीजिए कि 8 और #: रेखा । के सापेक्ष 
सममित हैं। 


, आकृति 5.34 में, .4, 4” रेखा / के मै लय" 
सममित हैं। और 44“ || 8४' है। सिद्ध 
कीजिए कि 2 #»' भी रेखा / के सापेक्ष सममित 
हैं। ! 


आकृति 5.34 
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0 


. 


]2. 


43. 


5. 


, यदि 4, 4” रेखा 8४9” के सापेक्ष सममित हैं, 


आकति 5.35 में, .4, .4 (58, 2 और ८. ८९ ९ 
/ के सापेक्ष सममित बिन्दु युग्म हैं। 8 आयकर 
कि ७ .42८' और «४ 4(9'८” के परिमाप 


हैं छ् 
बराबर हैं। . .. हर 
न 
" 
४ थ 
(छः 
आकृति 5.35 


दिखाइए कि एक समबाहु त्रिभुज का दर्पण 
प्रतिबिम्ब भी समद्विबाह तिभुज होगा। 


यदि 44, 4: ४2, 2” और ८, ८" किसी रेखा के 
सापेक्ष, सममित बिन्दुओं के युग्म हों (आकृति 
5.36) तो सिद्ध कीजिए कि त्रिभुजों 49८ 
और 47८” के परिमाप बराबर होंगे। 


यदि 4, 4” और 8, 8” सममित बिन्दुओं के दो छह 
युग्म हों, आकृति 5.36,तो सिद्ध कीजिए कि 
42' और 47, सममिति अक्ष पर प्रतिच्छेद 
करते हैं। 


और #, 9' रेखा 44 ' के सापेक्ष सममित हैं, तो 
दिखाइए कि 49 479" एक समचतुर्भुज है। 





आकृति 5.36 


आकृति 5.36 में दिखाइए, कि 
८4.4 '8 +- ८449 
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6. आकृति 5.37 में, 4, 4 ' और 2, #' रेखा / के 
सापेक्ष सममित बिन्दु युग्म हैं। यदि (, ८” 
क्रमश: 4.9 और 4 ४' के मध्य बिन्दु हों, तो 
दिखाइए कि ८; ८” रेखा / के सापेक्ष समभित 
हैं। 


]7. आकृति 5.38 में, 4, .4” और 8 #' रेखा | के 
सापेक्ष सममित बिन्दु युग्म हैं। बिन्दु ८) 478 
को #/# के अनुपात में, और ८९ .4 7" को #: 
# के अनुपात में विभाजित करते हैं। दिखाइए 
कि ८; ८" रेखा / के सापेक्ष सममित हैं। 


8. आकृति 5.39 में, /” रेखा / के सापेक्ष 7? के 
सममित है, और 2?” रेखा # के सापेक्ष /? के 
समभमित है। दिखाइए कि //'207” एक अचर 
ही. « ह 

[संकेत : दिखाइए कि ८707” -- 2 ७ ] 


हैं आकृति 5.37 
हज आज + 
पल लय ३ ॥ 
छ 
की मिनी 
छा छ' 
४ नि 
के आकृति5.8.. 





आकृति 5.39 


रैखिक सममिति 


9., 


आकृति 5.40 में, / | # और ८ उनके बीच 
की दूरी है। यदि /” रेखा / के सापेक्ष / के 


” सममित हो, और /” रेखा # के सापेक्ष /”” के 


20, 


5.4 किसी रेखा के सापेक्ष समामत आकृतियां 


सममित हो, तो /१”” की लम्बाई एक अचर है। 
[संकेत : दिखाइए कि 72?” -- 26] 


आकृति ]5.4 में, ! || # और ८ उनके बीच 
की दूरी है। यदि /” रेखा / के सापेक्ष 7? के 
सममित हो, और /?” रेखा # के सापेक्ष /? के 
सममित हो, तो दिखाइए कि /”?” की लम्बाई 
एक अचर है। 


[संकेत : दिखाइए कि 777” -- 24] 
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र्र 


आकृति 5.4] 


हमने प्रारंभ में समभित बिन्दुओं की परिभाषा दी और कुछ प्रमेय सिद्ध किए। सममित आकृतियों के 
संबंध में हमारी परिभाषा क्या होनी चाहिए? हमने देखा था कि दो आकृतियां / और 7", एक रेखा | के 
पापेक्ष सममित होती हैं यदि, कागज के पन्ने को, जिस पर आकृतियां बनी हैं, / के साथ-साथ तह करने 
पर, दोनों आकृतियां परस्पर संपाती हो जाएं। इसका अर्थ है कि आकृति / के प्रत्येक बिन्दु ? के संगत 
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आकृति #" का एक बिन्द्‌ »” है, जो /' के सममित है और आकृति #” के प्रत्येक बिन्दु 02” के संगत 
आकृति /” का एक बिन्द 2 है जो (2' के सममित है। अतः हमारी परिभाषा निम्नलिखित है। 





आकृति 5.42 


परिभाषा: दो आकृतियाँ/” और/" एक रेखा। के सापेक्ष सममित होती हैं, यवि#' के प्रत्येक बिन्दु 7? 
के संगत, आकृति/#" का एक बिन्दु है, जो !? के सममित हो और आकृति 2" के प्रत्येक बिन्दु (0! के 
संगत आकृति /” का बिन्दु (2 है जो 02” के सममित हो। (देखिए आकृति /5.42) 


प्रभेय 5.6 : यवि.4, 4 और, »! दो बिन्दु यूरम हों, जिनमें प्रत्येक यूरम, रेखा # के सापेक्ष धममित 
हों, तो रेखाखण्ड 40 और,4!9: रेखा # के सापेक्ष सममित होते हैं। 


कक 


4 आकृति 5.43 


उपपत्ति:_ मान लीजिए रेखा खण्ड 4४8 का /? कोई बिन्द है और /?( रेखा # के सापेक्ष, 2? का 
सममित बिन्द है। 
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अब 4, .4' और / /” रेखा # के सापेक्ष सममित दो बिन्दु युर्म हैं, 


« 75-47? .. (4) 
इसी प्रकार 

48 - 47४! और 7% - 7४ .. (2) 
क्योंकि / रेखाखण्ड 4४8 पर है, 

» 7 + 7४ < 479 .» (3) 


। (!), (2) और (3) से 
477" + 297 - .40+ 8 5 49 
- 47४" ... (4) 
“ 4 रेखा खण्ड 4 ४7 का बिन्दु है। इसी प्रकार, यदि 20, 4 79" का कोई बिन्दु है और 
बिन्दु 0) रेखा # के सापेक्ष 07' के सममित हो, तो बिन्दु 2 रेखाखण्ड 48 पर होगा। 
अतः रेखाखण्ड 42 और 479: रेखा # के सापेक्ष सममित हैं। 


उप-प्रमेय : यदि .,4, 4 और/# #' वो बिन्दु युर्म हों, और प्रत्येक यूरग, रेखा # के सापेक्ष स्ममित हैं, 
तो किरण 42 और 47: रेखा # के सापेक्ष सममित हीते हैं। 


उपपत्ति : मान लीजिए / किरण 48 का कोई 8 
बिन्दुहै जो ॥और#बेमिलहै।...  ययय ४ 
तो या तो /? रेखाखण्ड 48 का बिन्दु है, 
(आकृति 5.43) | 


कस 
या /? रेखा खण्ड .48 का बिन्दु नहीं है, 


(आकृति 5.44) 2 
"्व?+79<489(आकृति(543).__ कह रे 
या48 + 277 -- 47 (आकृति 5.44) ४ आकृति 5.44 


.» () 
भान लीजिए 2” रेखा # के सापेक्ष / के सममित है, तो 
4# < 47० 48 - 47% 8? 5 877 ह .» (2) 
यवि 22 रेखा खण्ड 49 पर है, तो . , 
4॥"+ 77" -- 470 + 789 ८ 48 - 4४ 
» /( रेखाखण्ड 4.9" पर है . (3) 
यदि 9, रेखाखण्ड 47 पर है (आकृति 5.44) तो 
479" + 877 + 48 + 870 5 477 5 477 
“» 2! रेखाखण्ड 47” पर है, ... (4) 
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(3) और (4) से 

#! किरण 4%' का बिन्दु है। 

इसी प्रकार यदि (2' किरण 49” का कोई बिन्दु है, और ७, रेखा # के सापेक्ष 0' के 
सममित है तो (2 किरण 48 का बिन्दु होगा। 

अतः किरण 479 और .4 7९ रेखा # के सापेक्ष सममित हैं। 


प्रमेय 5.7 : यदि दो रेखाखण्ड, एक रेखा के सापेक्ष सममित हों तो वे बराबर लस्‍्बाई के होते हैं। 


उपपत्ति : 


आकृति 5.45 


मान लीजिए, रेखाखण्ड 49 और ८४), एक रेखा # के सापेक्ष सममित है। 
और मात्त लीजिए, बिन्दु 4; 9! रेखा # के सापेक्ष, क्रमशः .4 और # के सममित है 
तो हम जानते हैं कि 

५97 - 489 ... () 
और रेखाखण्ड 4: रेखा # के सापेक्ष, .4॥7 के सममित है। 
परन्तु 49 और ८४) रेखा # के सापेक्ष सममित है। 

रेखाखण्ड (7) और 4.४" एक ही हैं। 

(।) और (2) से, 48 -- ८: .« (2) 


प्रमेय 5.8 : यदि दो कोण, एक रेखा के सापेक्ष सममित हों, तो उनके माप समान होते हैं। 


'छपपीत्ति : 


मान लीजिए, “84८! और ८(2707२ रेखा # के सापेक्ष सममित हैं। 
मान लीजिए, 4१ 2: ८५ रेखा # के सापेक्ष क्रमशः .4, 2, ८' के सममित है। 
क्योंकि 4, 498 और 4८ 'फा उभयनिष्ठ बिन्दु है। 
. 4 /( और 7२ का उभयनिष्ठ बिन्दु है। 
अतः 4' और / संपाती हैं। 
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। 
| 
9 । 
॥ 
र्‌ 


आकृति 5.46 


या 4 और /, रेखा # के सापेक्ष सममित हैं। 
अब 8, ८(2/५२ का एक बिन्दु है और #' बिन्दु /? से भिन्‍न है। 
“« 8: किरण /(2 या किरण /%२ पर है। 
इसी प्रकार, 
८५ “(27५२ का एक बिन्दु है और ८; बिन्दु / से भिन्‍न है। 
क्योंकि & ८' अलग-अलग किरणों पर हैं, 
“« 2 ८” भी भिन्न-भिन्न किरणों पर हैं। 
» ८29/4'८” और (277? समान हैं। 
हम जानते हैं कि 
“24 ८" -< ८294८ 
“ ८007 + ८24८ 
प्रमेय 5.9 : यदि दो त्रिभुज, एक रेखा के सापेक्ष सममित हों; तो वे सर्वागलम होंगे। 
थ 


आकृति 45.47 
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उपपीत :. मात लीजिए ७ 48८ और 5 /४72 रेखा ऋ के सापेक्ष सममित हैं। 

मान लीजिए 4( ४: ८५ रेखा # के सापेक्ष क्रमशः 4, 3, ८ के सममित है। 
क्योंकि 4, & 480 का शीर्ष है, इसलिए, 4' भी & #(27? का एक शीर्ष होगा। 
इसी प्रकार, 9” और ८” भी, ७ /(27 के शीर्ष हैं। 

न्रिभजों 4292 और ८0 के शीर्षों में, एक ऐसी संगतता है, जिससे कि संगत 
शीर्षों का प्रत्येक यग्म, रेखा # के सापेक्ष, सममित होते हैं। 
मान लीजिए >> 2 9++ 0 ८ 
तब, 4, /: 8, 0: और ८, # तीन बिन्दु युर्म हैं, जिनमें से प्रत्येक रेखा # के सापेक्ष 


परस्पर सममित हैं। 
» 48 5८ 720 922 207, ८4 > 77? 
अतः 8 48८ 55 8 7277 (भुजा-भुजा-भुजा सर्वांगसम प्रमेय) 


रिप्यणी : कल्पना कीजिए कि आप 6 48८ के साथ साथ, 4 से 9 9 से (' और ८ से 4 की 
ओर अर्थात्‌ वामावर्त दिशा में जा रहे हैं। आपका प्रतिबिम्ब » 4:9८” के साथ-साथ कैसे जाता 
है? यह .4 'से 9%' से ८” और ८" से .4' को, अर्थात्‌ दक्षिणावर्त दिशा में जाता है। अतः दो तिभुज 
जो एक रेखा के सापेक्ष सवांगसम होते हैं, परन्तु उनकी दिशाएं [या अभिविन्यास (07०7४ 0] 
एक दूसरे के विपरीत होती हैं। 


प्रश्नावली 5.3 


. झ्राफ पेपर पर दी गई निम्न आकृतियों में से प्रत्येक को देखिए (आकृति 5.48)। 
प्रत्येक आकति में एक रेखा # और उसपर एक ओर एक तीर दिखाया गया है। सरलता 
से रेखा # के साक्षेप दिए गए तीर के सममभित एक तीर बनाइए 


57000 07 47 





आकृति 5.48 
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2. ग्राफ़ पेपर पर दी गई निम्न आकृतियों में से प्रत्येक को देखिए (आकृति 5.49)। 
प्रत्येक आकृति में, एक रेखा # और रेखा # के सममित किसी आकृति के कुछ भाग दिये 






आकृति 5.49 
गए हैं। सरलता से, आकृति को पूरा कीजिए। 
3. एक वृत्त का केन्द्र 0 है और 4 उसका एक 
व्यास है। 422 एक जीवा है जो व्यास ८ पर 
लम्ब है। दिखाइए कि ८, रेखा खण्ड ,48 का 
समद्विभाजन करता है। तथ्य का निगमन 
कीजिए कि वृत्त अपने प्रत्येक व्यास के सापेक्ष 
सममित होता है। 
4. दिया है कि & 479८ शीर्ष .4 से होकर जाने 
वाली एक रेखा # के सापेक्ष सममत है 
(आकृति 5.5)। दिखाइए कि 
0) & 479८ समह्विबाहू त्रिभुज है और 
42 +- 4८ 

(0) #, भुजा 9८' का लम्ब-समद्विभोजक ८ थ 
है। 

(7) ८8+5- ८८ 

60) #, ८4 का समद्विभाजन करता है। 

5, चतुर्भुज 48८70 अपने प्रत्येक विकर्ण 4८! 
और 7 के सापेक्ष समभित है। दिखाइए कि छ ५] 
(6) विकर्ण परस्पर लम्ब-समद्विभाजन करते हैं, आकृति 5.5] 





प्र 
पं 


आकृति 5.50 


. 47८70 एक समलम्ब है जिसमें 48 || /0८' है। 


गणित 


() चतुर्भुज एक समचतुर्भुज है, और 
(॥) प्रत्येक विकर्ण, उन कोणों का समद्विभाजन 
करता है, जिनसे होकर यह जाता है। 


रेखा #, भुजाओं 48 और ८४0 का लम्ब 
समद्विभाजक है (आकृति 5.52)। दिखाइए 
कि #, चतुर्भज 48८70 का एक सममिति अक्ष 
है। यह दिखाइए कि समलम्ब 48८70 
समहिबाहू है, जिसमें 

(0) ४22 5 470. (8) ८4 5 ८89 और 
() ८70 5 ८८ 


शै 





आकृति 45.52 


. एक उत्तल चतुर्भज 48८7) का विकर्ण 4८ 


ही उसका केवल एक सममिति अक्ष है (आकृति 
5.53)। दिखाइए कि 
(0) यह चतुर्भुज एक पतंग के आकार का है। 
(0) दोनों विकर्ण परस्पर लम्ब हैं और. ९ 
(४) सम्मुख कोणों का एक युग्म परस्पर 
बराबर हैं। 


, एक चतुर्भज 48८70 का केवल एक ही 


सममिति अक्ष है और वह उसका विकर्ण नहीं आकृति 5.53 ७ 
है। दिखाइए कि चतुर्भत एक समद्विबाहु समलम्ब है। 


. चतुर्भुज 48८7) के दो सममिति अक्ष हैं और वे इसके विकर्ण नहीं हैं। दिखाइए कि 


428८7) एक आयत है। 

[संकेत ; मान लीजिए कि 49८70 का एक सममिति अक्ष # है जो 48 और /02' को 
प्रतिच्छेद करता है। तो #, 48 और 70८ का लम्ब-समद्विभाजक है, अतः 48 || 20८ 
और ८4 -- ८४, इत्यादि] 


. चतुर्भुज 49८70 के चार सममिति अक्ष हैं, जिनमें दो उसके विंकर्ण हैं। दिखाइए 


कि 48८7) एक वर्ग है। 
[संकेत : प्रश्न 5 और 9 का प्रयोग कीजिए।] 


. ग्राफ पेपर पर दी गई आकृति को देखिए (आकृति 5.54)। दो बिन्दु 4 और # रेखा # 


के एक ओर स्थित हैं। रेखा # पर एक ऐसा बिन्दु # ज्ञात कीजिए जिससे कि 4< + ऊ#र 
न्यूनतनम हो। 
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2. 


3. 


44. 


, बिन्दु है। इसे सिद्ध करने के लिए, हम 


[संकेत : मान लीजिए रेखा # के एम 
सापेक्ष, 4 का सममित बिन्दु 4” है। 
479 को मिलाइए जो # को # पर 
प्रतिच्छेद करे। तब # ही अभीष्ट 


देखते हैं कि 4४ +_४-- ४.4! 
+-/9- 4 9, और यदि ? का अन्य 
बिन्दु # पर है, तो ७4+ ४४ 





न ए4'+77>«४8] आकृति 5.54 
ऐसे दो समान रेखा खण्ड खींचने हैं जिनका केवल एक सममिति अक्ष हो। रेखाखण्डों की 
सभी सम्भव स्थितियां प्रदार्शत कीजिए। मिस ममाम सपा काम तापइ सा 





[संकेत : यहां पर तीन अलग स्थितियां 
सम्भव हैं।] 

ग्राफ पेपर पर दी गई आकृति को 
देखिए (आकृति 5.55)। अब, रेखा 
१ के सापेक्ष, दिये हुए वृत्त के 
सममित वृत्त को बनाइए। क्या पूर्ण 
आकृति का कोई अन्य सममिति अक्ष 
भी है? क्‍या ये दोनों वृत्त सर्वांगसम 
हैं? इनके अभिविन्यास (0प्रेशा&- 
70/॥9) के बारे में आप क्या कहेंगे? कस 


ग्राफ़ पेपर पर दी गई आकृति को देखिए (आकृति 5.56)। अब, रेखा # सापेक्ष, दी 
हुई आकृति के सममभित आकृति को बनाइए। देखने पर आपको क्या प्राप्त होता है? 
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5. आकृति 5.57 में, एक खाका दिया है। रेखा / के सापेक्ष, 4! 8: (४. क्रमशः 4, 8 
आर के सममित है; परन्तु इन्हें प्रकट नहीं किया गया है। दी हुई आकृति के सममित 
आकृति बनाये बिना, निम्नलिखित कथनों की जांच कीजिए और बताइए कि वे सही हैं 

या गलत। 


ए 2५ कक | 
हि 
८ | | 


आकृति 5.57 


9 


(क) 479'("0' एक वर्ग है 

(ख) 48" || ८(0 

(ग) 49 | १४? 

(घ) /१॥॥४/ एक वर्ग है 

(3) 47" | 77%" 

(च) रेखाखण्ड /(! ९2! 2९” संगामी हैं 
( ) श्र से 7५) 

(जी 487.40' 

झ) ८8॥/7'* 
(ञज) ८47५० - 307 


कि । 


३३] 


जे 


पे 


९ 


अध्याय 6 


त्रिकोणमिति 


86.4 भूमिका 


इस अध्याय में हम गणित की एक प्रमुख शाखा का जिसे त्रिकोणमिति (7/0007७079) कहते हैं 
अध्ययन करेंगे। त्रिकोणमिति' का शाब्दिक अर्थ है : 'त्रिभुज की भुजाओं का मापन' | त्रिकोणमिति का 
मुख्य उद्देश्य, निम्नलिखित प्रश्न को हल करना है 
यदि एक त्रिभुज की कछ भजाएं और कोण ज्ञात हों, तो किस प्रकार शेष भजाओं और कोणों को 
ज्ञात किया जाए? । 
इस समस्या का हल, हम एक समकोण त्रिभुज के न्यून कोणों के सापेक्ष, उसकी भुजाओं के परस्पर 
अनुपातों का प्रयोग करके करते हैं। इन अनुपातों को कोणों का त्रिकोणमितीय अनुपात (#8070गराआ० | 
78॥09) कहते हैं। ऐसे प्रश्न प्रायः खगोलिकी, इंजीनियरी सर्वेक्षण, नौसंचालन आदि से संबंधित होते हैं 
जिन्हें हल करने होते हैं। इस. तरह हम यह देखते हैं कि त्रिकोणमितीय अनफततीं के अध्ययन की 
अत्यधिक व्यावहारिक उपयोगिता है। हे 


]6.2 कोण के 8॥6, (0०४॥९ तथा (क्राहशआ॥ 


आकृति 6.] में, 6 (कोण ४4») एक न्यून कोण 
दिया है उसकी भुजा 47 पर कोई बिन्दु / लीजिए 
और 7१9 4४ पर लम्ब खींचिए। 

इस प्रकार हमें & /१48 एक समकोण त्रिभुज 
प्राप्त होता है जिसमें ८748 > 6 है। अनुपात 


पर को कोण 6 का ॥॥6 कहते हैं। संक्षेप में हम 
इसे ॥॥ 0 लिखते हैं 


अतः श॥ 9 5 75 आकृति ]6.] 
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४ लि ४ ४ कर्ण है 
क्योंकि समकोण त्रिभुज 7१49 में भुजा /%, कोण 6 के सम्मुख है और 4! कर्ण है, अतः 


! कोण 9 की सम्मुख भुजा (पा 
शा 8 +- 


अब सम्भवतः आप यह प्रश्न कर सकते हैं कि यदि /? की स्थिति .4 7 पर कहीं और हो तो क्या 
होगा? - 
यदि बिन्द £ को भिन्‍न-भिन्‍न स्थितियों पर लें तो /8 और .4/ की लम्बाइयों में तो अंतर आ 


' जाएगा परन्त अनपात हर पहले के समान ही रहेगा। इस तथ्य को समरूप त्रिभज लेकर सिद्ध किया 
जा सकता है। यहाँ हम बिना उपर्पत्ति के इस तथ्य को सही स्वीकार कर लेते हैं। 

5 74४ के संबंध में, जहाँ /7२4/ -- 6, हम कोण 6 के दो अन्य तिकोणमितीय अनपात निम्न 
प्रकार से परिभाषित कर सकते हैं 


0096 8 +< ्ा ध्ा2था 8 ++ मे हे 


47? 479 
क्षैपमें 47 # ४] 
या संक्षेप में न्‍-ज---+>,]। ्ज्ज्स्ज 
005 8 क्र! 870 8 शः 
क्योंकि 6 /?49 में 6 की संलग्त भजा .49 हैं: अत 


०७ 6 > लिग्त भुजा हा 6 > मुख भुजा 
न का ॥:9:55-५क-+++२-+-« 
कर्ण सलग्त भजा 


यहाँ आप यह देख सकते हैं कि ५॥ 6 की तरह ०05 6 और (॥॥ 6 भी कोण 6 पर निर्भर करते हैं न कि 
' त्रिभज के आमाप पर। 


टिप्पणी : ध्यान रहे कि ॥ 0, 'कोण 6 के 8॥76' का संक्षिप्त रूप है। यह आ। और 6 का गुणनफल 
नहीं है। जा 
उदाहरण 6.: « 7207 में, ८22 समकोण है, 2025 3, (270 54 है। यदि ८7? ७०, 


८70८ 8, तो जाप ०, 005 6, भा ०, शआ 0, ०05 (8 और (॥ ॥, ज्ञात 
कीजिए। ह 
हल : एक त्रिभुज /(2/? बनाइए/ जिसका कोण (2 समकोण हो (आकुति 6.2)। 

पाइथागोरस प्रमेय से 

कर्ण ॥2 5 २/3 + 47 ८ 5 

कोण « के लिए, हि 

संलग्त भुजा ८ 3, और सम्मुख भुजा -- 4 की ३ १ 

कोण /8 के लिए, हे 


तिकोणमिति 


..,, सेंलग्न भुजा 55 4, सम्मुख भुजा ८ 3 


सम्मख भजा 4. 
अतः: शा] ७ -< क्र हद 








5 
__ संलग्न भुजा_ 3 
(08 (४ 5 “क्षण द्व्ज न 
_ सम्मुख भुजा 4 
पी 7 सलरन मजा 3 
इसी प्रकार आकृूनि 6.2 
3 
था 2 "८? 008 8 लि शा 8 जा 
प्रश्नावली 6.] 


[, & 49८ में, “4 समकोण है। निम्नलिखित में से प्रत्येक के लिए, आ॥ #, ०05 ८! और 
87 # के मान लिखिए : 
(क) 22 < २/2, 485 4८25८ ] 
(ख) 48 5-5, 405 2, #2 ८ 3 
- गे) 485८ 2, 4८55, 8८ 5 3 
(घ) 478 + 20, 4८55 2], #८ 5८ 29 


6.3 ॥॥ 0, ००५ 08 और ॥97 8 में सम्बन्ध 


कोण 8 के अनुपातों आ। 8, ०05 6 और (8॥ 0 में निकट 
का सम्बन्ध है। यदि उनमें से कोई एक ज्ञात हो, तो हम छ 
' हम अन्य दो का परिकलन आसानी से कर सकते हैं। 


आकृति 6.3 में, 
श्र 
हर सच 9 ऋण 3 तन 59 
भा 0 न्तः 005 


_ 5 
का 8 -+ छः ह 
20 _ 2९/27 _ १० 
अतः 85:--- ८८ अ अ था पा: 
87677 67 #?/७७ * ०७६४० आकृति 63 
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उदाहरण 6.2 : यदि ॥॥ 0 5 -- हो, तो ००५ 8 और ॥8॥ 9 ज्ञात कीजिए। _ 





हल : एक समकोण त्रिभुज बनाइए, जिसमें ८49८5 6 और आं। 8-२ 6 
| (आकृति 6.4) 
पाइथागोरस प्रमेय के अनुसार, तीसरी भुजा 
489- २/5:-37>4 
े _ संलग्न भुजा 4 
“ 008 8 55 कर्ण बा 
सम्मुख भुजा 
और का 6-5 +८ रे 
संलग्न भुजा 4 आकृति 6.4 
+ | 
उदाहरण 6.3 : यदि ०08 4 5- हज हो, तो ॥॥ 4 और ॥॥॥ 4 ज्ञात कीजिए। 
हल : एक ऐसा समकोण त्रिभुज 48८! बनाइए जिससे कि ०08 4८: ज | ः 
(आकृति 6.5) 


पाइथागोरस प्रमेय के अनसार, तीसरी भजा..' 
८८ २/३*-१*- ./8-2./2 हे 


सम्मुख भुजा _2,/2 


अब, आ॥ 4८८ कर्ण मल 
सम्मुख भुजा 2./2 हा ॥ के 
अल्प लय 5202 आकृति 6.55... ५ 


उदाहरण 6,4 : यदि ।॥॥ 9- ५/3, तो आ। 2 और ००५ » ज्ञात कीजिए 
हल: एक ऐसा समकोण त्रिभज 4४८! बनाइए जिससे कि 


॥॥ 2-5/35 +/3 (आकृति 6.6) 


पाइथागोरस प्रमेय के अनसार 


न /उका८ 


_ ५3 
अब, था। 9 -< 48 35 रु प 
0050 -< मे न हर आकृति 
ब्रछ 2 आकृति 6.6 


त्रिकोणमिति 


प्रश्नावली 6.2 


] 
$६३॥५ ४ 


निम्नलिखित में से प्रत्येक तीन त्रिकोणमितीय अनपातों में से एक जिकोणमितीय अनपात दिया | 


हुआ है। अन्य दो अनुपात ज्ञात कीजिए 


॒ 2 
(]) शा! 4 +< ता (2) ०08 # 5८ पर (3) ७08 6 5८ हा 


८ हे ] 5 
(4) (&॥ (/ "5 [] (5) भा) 8 नर प्व (6) था ै/ उ5 यठ 
6.4 अन्य त्रिकोणमितीय अनुपात 


कोण 6 के ४॥6, ००४॥6 और (४॥8०॥ के अतिरिक्त कोण 6 के तीन अन्य त्रिकोणमितीय 
अनुपात 00था80॥ $९९थ॥ग॑ और 6056०थवा. होते है जिन्हें हम निम्न प्रकार से परिभाषित 
करते हैं। ' 
यदि 6 कोई न्‍्यून कोण हो, तो 
|| 

00860 8 +२ हम 8९0 8 5 < 

यह स्पष्ट है, कि यदि इत छः जिकोणमितीय अनुपातों में से कोई एक अनुपात ज्ञात हो, तो 
शेष सभी अनुपातों का परिकलन किया जा सकता है। 


उदाहरण 6.5 : यदि 5००७ 55 2 हो, तो कोण 6 के अन्य सभी त्रिकोणमितीय अनुपात ज्ञात 
क्रीजिए। 


हल : हे क्योंकि, 820 8 5८ स्ाह सत्2, - ००४ 8 5.2 


6 
एक ऐसा समकोषा त्रिभज 48८ बनाइए जिससे कि “84८ - 8 
और ००08 6 5 5 हो। (आकृति 6.7) 


अब, 980 > -/4ट - 497 


कक कं न (0 9 ०-०] _[ 








लक ७२४४-77 श्या। 
+/4-5८-+5/3 
, ऋ0 टी _ 3 
७ 6 2 
का! 2 ऊँ 
(00960 ्ण्र हि श्र स्ल्ल ठ 
2८ 3 3 | 3, 
हिी0-7 7 ज्नतत्ता एस आकृति 6.7 
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७ 2, 
(#। 8 कट है ह 
उदाहरण 6.6 : यदि आं। 8 <+ दर , तो (80? 6 + शां। 6 ०05 6 + ०० 0 का मान 


ज्ञात कीजिए। [(8॥ 6) को (87 6 के रूप में लिखा जाता है। इसी प्रकार 
था 8 का अर्थ है (॥॥ 0) आदि ] 


हल :; शो 0 - श्र (दिया है) 
एक ऐसा समकोण त्रिभुज 48८' बनाइए जिससे कि “84८ < 08, और 
शो। 8 स८ सन हो। (आकृति 6.8) 
अब, 489 + बट - उठ 


00 8 -+ 








न ियिठ 
व /25-9 
प्री 
च्4 
4 
०08 08 का. दर 
क्चि 9 य८ रा 
2 लय अर नल 8. आकृति 6.8 
8] 8 3 


अब, (॥ 6 + 7 8 ०08 6 + ००६ 6 
__(3]! 3) /4 4 
८] + | 8|/ 5 


उदाहरण 6.7 : समकोण त्रिभुज 42८ का कोण ८" समकोण है। यदि |॥ 4 ८८ दे 
और (॥ 8 - ९/3 हो, तो दिखाइए कि जञा। 4 005 # + 008 4 "जा 9 + ] 
हल : एक ऐसा समकोण त्रिभुज बनाइए जिससे कि १श॥ 4 ८८ छः और 
ध्या की ++ २/3, "कपल । 
अब, 48 -- 42 + #ट 


न (शक 
न्न्ट 


त्रिकोणमिति 


जे (४ ऐज 


. यदि 4 ८5 ५/2 + । हो, तो दिखाइए कि आ। 4 0054 
, यदि ०0६७० 4 5 2 हो, तो +-70/ _ कामान ज्ञात कीजिए। 
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अतः शा 4 +८ धरा 605 4 +< जे 
इसी त्िभुज में 
८] जि छे 
ध 8 5: हद ह्ड्ट ण्ा न ५ 
०्क्कस्>- 85-४२ ! 
** 3 *आ8-- 
अब, था] 4 005 2 + 008 4 था। 22 है ख् ८ 
लक हम ५3 ति आकृति 6,9 
2 2 2 2 
_4.3_ 
बा कक जज 


अतः, था] 4 005 9 + 608 4 शा 9 ८5 ] 


प्रश्नावली 6.3 


. यदि ८08०८ ,4 - +/ हो, तो शेष पांच त्रिकोणमितीय अनुपात ज्ञात कीजिए। 

, यदि ०00 6 55 5>- ही, तो ०08 9, आ॥ 0 ज्ञात कीजिए 

. यदि आं। 44 5 - हो, तो 008 .4 0056० 4 + 8 4 ४6० 4 का मान ज्ञात कीजिए 
, यदि 9.4 -- 2 हो तो निम्न का मान ज्ञात कीजिए : 


860 4 थां। 4 + क्ा।4 -- 00560 4 


, यवि आ। 2 <- ज्र , ती दिखाइए कि 


३८089 -- 4605 29 -- 0 


, यदि ॥80 4 5 | हो, और (80 9 -- ५3 हो, तो 


0058 4 008 98 > शा। 4 शा 2 
का मान ज्ञात कीजिए 


2 





9 4 ]+ ०589 4 


«» यदि ६०० ८ 5 -7- हो, तो दिखाइए कि 
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हि - ई 
(िद्मा ७ शत ९ 58 (२ 22 


रे ज॥ ॥१8७ 
]+ (क्षा 6 960 ० 


0. दिखाइए कि (का # - आफ ८ आ॥ कफ 88८7: 
| ' जबकि ०08 5 -+ हो। 


6.5 कुछ विशेष कोणों के त्रिकोणमितीय अनुपात 


। हमने न्‍्यून कोण & के लिए, ॥॥ ०, ००5 ८ इत्यादि की परिभाषा दी है, परन्तु हमने किसी विशेष 
कोण' ८ के लिए थ॥ ०, आदि का मान ज्ञात नहीं किया है। हम क॒छ कोणों के जरिकोणमितीय अनुपात 
ज्ञात करने के लिए, अपने ज्यामितीय ज्ञान का प्रयोग कर सकते हैं। अन्य कोणों के लिए, हमें बनी बनाई 
सारणी का प्रयोग करना होगा। 


307 के त्रिकोणमितीय अनुपात 
आपको याद होगा कि समबाहु तरिभुज का प्रत्येक कोण 60९ का होता है। इस त्रिभुज के एक कोण का 
समद्विभाजक, प्रत्येक भुजा के साथ 30? का कोण बनाता है। 

मान लीजिए 5 422, समबाहु त्रिभुज है, जिसकी प्रत्येक भुजा की लम्बाई ८ है (जिसका प्रत्येक 

| कोण 60 का है।) मान लीजिए 4/2 /8८' पर लम्ब है (आकृति 6.0) 
0 49८ समबाह्‌ जिभुज है, 47), कोण 4 का समद्विभाजक भी है, और ।), 8८ 

भध्य बिन्दु है। 

और क्योंकि 80 <- ७, इसलिए /00 < रा और ८040 < 30९ 


& 4/00 में, //0 समकोण है, कर्ण 4८! ८ ०, और 700 ८ -- 
»/ पाइथागोरस प्रमेय से 


2 ध  म, 
472 


अब, समकोण त्रिभज 47)८ में, (0.4८! -- 30९ 





सम्मुब भुजा ४9८ _०४/2_ 





रण जि ््ट च्ट जज कऋेनजजयण-+८>८ -+- 
शथञा] 30 टक- तर हर ठ 
| ५_ संलन भजा 40 _ /3४/2 _ २३3 
“४ ०0830" +“ज़्त  “ का रे 
सम्मुख भूजा (9 ._ ५/2 ॥ 


0-े-+८ स्पा मभ| मन । 2 
७४0 30? + “संलरन्न भुजा 40. 3०2. ०5 आकृति 6.0 


त्रिकोणमिति 343 


] 
(0 5८ +++-++- -- 

3 आज 7 

] 2 
0 38 0-7 
56९ 30 त्झठ65 स 
ह सा 
००३0९ + ठहर ठ 


टिप्पणी: यदि किसी समकोण त्रिभुज में एक कोण 30? का हो तो उसकी सम्मुख भुजा कर्ण की 
आधी होती है। 





60? के तजिकोणमितीय अनुपात 
आकृति 6.0 को पुनः देखिए। 6 470८ में /704८' <- 30% /4702 < 90९ 
८4८00 < 60" 
अब, समकोण त्रिभुज 470८ में /4(70 < 60० 
सम्मुख भूुजा _ 4 3०/2 _ 3 
'ढां 0 किक त्तज+ प८ स्स वि: 
!2 3 0 « कर्ण 4८ 
82045 अल मम “2 कम 
५ कर्ण 4८ धर 2 
सम्मुख भुजा _ 40 _ 5/3 4/2 हा 
] 0 निब्ज्म्ण १०००_-म 
“ पंथ 607 7 सलत्त मुजा 0८ ६/2 के 
। ._2 
0 -ॉैक्ियणय- 5: 
दी तह 
0 जन पाद्ाएा न८ 
अं 0058 60? 
| नि हि 
ह था 607... 95 ह 
45० के जिकोणमितीय अनुपात 


यदि समकोण त्रिभज 48८ में, ८2" समकोण है और /,4 ८ 457 हो, तो ८8 -- 45? इस 
प्रकार “4 -- ८8, और इसलिए #८' - 4८! 
मान लीजिए, #0' - 4८ -- ७ तो पाइथागोरस प्रमेय से 
479 -- #८* + 4८ ८ ८ + दा 55 2 
>> जठि4 ह॒ 
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अब क्योंकि समकोण त्रिभुज 498८ में, 24 +- 45% अतः 





, 0०. मुख भुजा फू _ _ 
शा 450 >< ्कगर जे 
हे संलग्न भुजा 4८ _ & _ 
कक ला हि तह हे 
सम्मुख भजा ८ 
का 457 सै “7 का परी ] 


संलग्न भजा . अ८ ४ 
इसलिए, ७088८ 45? --२/2, ४682 457 --९/2, ८०0 45? -। हि 


07 और 907 के तज्रिकोणमितीय अनुपात 


हमने ४॥ 6 और ००५ 6, इत्यादि को प्रत्येक न्‍्यून कोण 6 जहां 0< 6< 90% के लिए परिभाषित किया 
है। 
* यदि 6-0" या यदि 6- 90"हो, तो हम इनके लिए अलग से परिभाषा देते हैं: 
(क) आं। 07८0, 008 07८], 07८0, 86० 0"८[ 
(००५४८ 0" और ०0 0? परिभाषित नहीं हैं) 
(ख) आं। 9075-],._ 005 90750, ०056८ 907-]_ 00 90९50 
(४०० 90? और ।थ 90? परिभाषित नहीं हैं) 
आइए अब हम 0", 30% 45% 60९ और 90" के सभी त्रिकोणमितीय अनुपातों को एक साथ एक 
सारणी के रूप में प्रस्तुत करें। 





आकृति।6.]].. , 


धा। 0 008 0 0 005९९ 0 560 0 
0 ! 0 परिभाषितनहीं परिभाषित नहीं 
/2 ७525 9 < ४. 5. ३ 


]/.2.  .१/०2 | टि 2 . 
घ/2.. /22/. ४3 2/५४३3 2 0/५३ | * 
0. परिभाषितनहीं . परिभाषित नहीं 0 





' हदाहरण 6.8 : मान ज्ञात कीजिए : 
2 था 307 (0 60?--3 ०05: 600 8९०१ 307 


त्रिकोणमिति 


हल : 


जया अभााक पर 


उदाहरण 6.9 


हल : 


| ] हा 
+ थ। 30९ -- ट्र्् 8 60?-- ५/ 3, ०05 60? -< तर » 550 30?-- 


, बाम पक्ष -- भं। 60?-- 


क्योंकि 
2 





3 


<. 


“ 2 आए 30० क्ा 607--3 ८057 607 56८? 300 


“७03 कं - 


> 2%/3.  . जु- 5 
बे 8 मा) 


5 जेट 


4 


: सत्यापित कीजिए कि 


थ॥ 60?--2 शआ 30? 205 307 
5४3. 


दक्षिण पक्ष --2 था 307 ०05 30९ 
ये 3 83 
2 2 / 
» वाम पक्ष - दक्षिण पक्ष 
अतः दी हुई समता सत्यापित हो जाती है। 


श 


प्रश्नावली 6.4 


. निम्नलिखित व्यंजकों के मान ज्ञात कीजिए : 
(क) 00580 30? झं।? 457--$60* 60९ 
(ख) था 30? 008 45?+ ०05 30? झ। 45? 
(ग) था 307 86० 457+]थ 607 ४९०८ 30९ 
(घ) ८०४ 30? 008 457--8॥ 30० ज्ं) 45? 
(ड) (87 607 005९८ 45?-+-8९0 307 (॥ 45९ 
2 निम्नलिखित में से प्रत्येक को सत्यापित कीजिए: 
(क) ०05 602--]--2 श॥ 307-2 ००४ 30?-] 
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(ख) 005 902-] --2 श॥ 457--2 00४7 45?--] 
 600--8॥ 30? 


४ के ई 7 पर 004 कला 


जापपपिाउपपपप्रपया न्‍ई (0 । (७ 
]+[2॥ 60? (9॥ 30? श्र स्‍ 


) 

घ) 0 30? ७08 60?-+-008 30? आञा 60?--90 90९ 

ड) ८05 307 008 60?-आं॥ 30? ज्ञा] 607-:005 90? 
) 


]--9॥ 60? ]-(६&॥ 30? 


0058 60? ]+श॥ 30९ 


छ) _०08 20 थ7 607 _ ६ 30० 


सिक्स ५ 
अम्क्ण्मी 


55 


न्च्‌ 


नी 


]+शझंत्र 30?-- 008 60? 


6.6 ऊंचाई और दूरी ह 
इस अध्याय के प्रारम्भ में, हमने त्रिकोणमिति में हल किए जाने वाले मुख्य प्रश्न का वर्णन इन शब्दों में 
दिया था। 

“यदि एक त्रिभुज के कुछ कोण और भुजाएं ज्ञात हों, तो शेष कोणों और भुजाओं को कैसे ज्ञात 
किया जाए”। अब हम इस प्रश्न को हल करने के लिए तैयार हैं यदि त्रिभूज समकोण है। 

आइए एक उदाहरण से इसे प्रदर्शित करें। 


उदाहरण 6.0 : ७.4८ में, 45-30" /89--90९" और 49-5 हो, तो 9८' ज्ञात कीजिए। 


हल : दिए हुए आँकड़ों से 8.48८' बनाइए जैसा कि आकृति 6.2 में दिखाया गया है। 
हम जानते हैं कि 0 
६80 4 ८ छः 
अर्थात्‌, न मी 2] 
| 
७ ] 5 _5-/ 
82८55 0० नत्य आकृति 6.2 
5[8॥ 30९5-5 फ्रे ज्् 


उन्नयन कोण (श्ाष्टरा९ ० ४९४४४०ा) और अवनमन कोण (श्ाष्ट९ ण॑ 0०क९४षंणाओं 


उदाहरण 6,0 में दिए गए प्रश्न जैसे अनेक प्रश्न हमारे वास्तविक जीवन से संबंधित होते हैं। 

मान लीजिए हम एक पेड़ की ऊंचाई उसकी चोटी तक जाए बिना ज्ञात करना चाहते हैं। हम पेड़ के 
आधार बिन्दु # से कुछ दूरी, मान ,लीजिए 20 मीटर की दूरी पर बिन्दु 4 पर खड़े हो'जाते हैं 
(आकृति 6.3)। मान लीजिए हम ८84८ को माप सकते हैं और मान लीजिए यह 30 है तो ठीक 
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उदाहरण 6.0 के हल के अनुसार, हम वृक्ष की ऊंचाई 8८" का परिकलन कर सकते हैं: 


20 
मीटवः रत .5 मी (लगभग)। 





आकृति 6.3 


रा दीजिए कि व॒ुक्ष की ऊंचाई एक त्रिकोणमितीय अनुपात की सहायता से (बिना उसके मापे) 
ज्ञात की है। 
जब कभी किसी अभियन्ता के सम्मुख नदी की चौड़ाई या पर्वत की ऊंचाई ज्ञात करने जैसी कोई 
समस्या आती है, (जिसे मापक टेप द्वारा मापना अंसम्भव या असुविधा जनक हो) तो वह प्रकृति में एक 
बड़ी त्रिभुज की कल्पना करता है, जिसकी एक भुजा, वह रेखा है जो नदी के एक ओर से दूसरी ओर तक 
हो, (या वह रेख्ग जो पर्वत की चोटी से भूमि तक लम्बवत्‌ हो, इत्यादि) और इस त्रिभुज की कोई एक 
भुजा मापक टेप द्वारा आसानी से मापी जा सके, और उसका एक कोण, सैक्सटैण्ट या किसी अन्य सर्वेक्षण 
यन्त्र द्वारा मापा जा सके, तो एक भुजा और एक कोण के ज्ञात होने पर अभियन्ता त्रिकोगमितीय अन॒पात्नों 
की सहायता से अज्ञात भुजा अर्थात्‌ नदी की चौड़ाई या पर्वत की ऊंचाई मालूम कर सकता है। 
अभियन्ता की प्रविधि को, उदाहरणों द्वारा प्रदर्शित करने से पूर्व हमें दो शब्दों को परिभाषित 
करना होगा। 
मान लीजिए, हम एक वस्तु को देख रहे हैं। दृष्टि-रेखा, वह सरल रेखा है जो हमारी आंख से वस्तु 
को जिसे हम देख रहे हैं, जोड़ती है। 
' यदि वस्तु, आंख की क्षैतिज रेखा से ऊपर हो, (अर्थात्‌ यदि वस्तु, आंख के स्तर से ऊपर हो) तो हमें 
बस्त को देखने के लिए अपने सिर को ऊपर उठाना पड़ेगा। इस प्रक्रम में, हमारी दृष्टि एक कोण से घूम 
जाती है। इस कोण को, वस्तु का उन्नयन कोण (26 ० ४०ए५४०ा) कहते हैं (आकृति 6.4) 


348 " * गणित, 


7 का, है8 0 हे आतश ७, 


ब्स्तु 





) छू 
2<4५.. 58 >खिप के 


क /०.. 
तक आओ ह. 


करवा है रेखा शी 
__ 3#६--- & (५-- 


आकृति 6.]4 


यदि वस्तु, आंख की क्षैतिज रेखा से नीचे हो, (अर्थात्‌, यदि वह वस्तु आंख के स्तर से नीचे हो) तो 
हमें उस वस्तु की देखने के लिए अपना सिर नीचे की ओर झुकाना पड़ता है। इस प्रक्रम में, हमारी दृष्टि 
एक कोण से घूम जाती है। इस कोण को उस वस्तु का अवनमन कोण (378[6 0 ०७7९४» ०7) कहते हैं 
(आकृति 6.5)। 








क्षैितिज रेखा 


आकृति 6,5 


ध्यान दीजिए कि सामान्यतः किसी वस्तु के 
उन्‍तयन कोण (या अवनमन कोण), व्यापक में 
अलग-अलग बिन्दुओं पर अलग-अलग होता है। 
उदाहरण के लिए, आकृति 6.6 में, वस्तु /» का 
बिन्दु 0 पर उल्नयन कोण, ८॥/2/ है, और .4 पर मै ०9 के 
८/४4/ है, जो पहले से भिन्न है। आकृति 6.6 


त्रिकोणमिति 


उदाहरण 46.4] 


हल : 


उदाहरण 46.2 


हल ; 
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एक मीनार भूमि पर ऊर्ध्वाधर खड़ा है। भूमि पर, मीनार के आधार से 5 मी दूरी 
पर स्थित एक बिन्दु से उसकी चोटी का उन्‍नयन कोण 60 है। मीनार की ऊंचाई 
ज्ञात कीजिए 
मान लीजिए, / मीनार की चोटी है, और ,४ उसका आधार बिन्दु है। मान लीजिए, 
भूमि पर, 6 वह बिन्दु है जहां / का उन्नयन कोण 60" है (आकृति 6.7)। 
तो, 0॥/-5 मी, ८॥४0/2-60% 
स्पष्टत: मीनार की ऊंचाई 7१४ की लम्बाई है। 
अब, 

2४670 


| --: पिललक कप ज 
#१ ८॥40०7 8४ 5 


१ (मी में)-5 ॥ ८0407 
>-5 ६॥ 60९ 
>5./3 
>-26 (लगभग) 


+ ऊँचाई ० . 
अतः मीनार की ऊँचाई 26 मी (लगभग) है। / पन्‍ठमी 


आकृति 6.]7 

एक लम्बा वक्ष, नदी के एक किनारे पर ऊर्ध्वाधर खड़ा है। दूसरे किनारे पर, वृक्ष के 
ठीक सम्मख स्थित एक बिन्दु से, वक्ष की चोटी का उन्‍नयन कोण 60” है। उसी 
किनारे पर, इस बिन्दु से 20 मी पीछे, स्थित एक बिन्दु से वृक्ष की चोटी का उन्नयन 
कोण 30 है। वृक्ष की ऊंचाई और नदी की चौड़ाई ज्ञात कीजिए। | 
मान लीजिए, /?॥ वृक्ष है, और # इसकी ऊंचाईहि। मान लीजिए, दूसरे किनारे पर, 
वृक्ष के ठीक सम्मुख 0 बिन्दु है, जिससे कि 00/ ही नदी की चौड़ाई है। मान 
लीजिए, यह चौड़ाई ८ मी है। 

मान लीजिए बिन्दु .4, बिन्दु 0 से 20 मी पीछे है, तो आकृति 6.8 में & 
/0/८-४ मी, 00/-4 मी, ,400-20 मी 


“0०7०-60? ८“4.4/- 30? 


इसलिए [8॥ 60९ - हा 
/्‌ ्ठि 5 
» -++ न ७३ या#< 4९/3 हा 
और, * जु पक 20५ लक 2 दल पर 
0॥ 30? -- 


८+20 आकृति 6.8 .. 
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उदाहरण 6.3 : 


हिल ; 


गणित 


गियर 
7 3. ८+20 
4न+20 
अर्थात्‌ #5 हट 
इस तरह ८५/3--+- ला 
या 3474+20 


».. ८5८0 
और #--4५/३८॥05/3 
+02.732-7.32 
अतः नदी की चौड़ाई-८ मी 
>]0 मी 
वृक्ष की ऊँचाई >#मी . 
-7.32 मी (लगभग) 


एक प्रकाश स्तम्भ को 00 मी ऊंची चोटी से देखने पर, इसकी ओर आ रहे. दो 
जहाज़ों के अवनमन कोण क्रमशः 307 और 45" है। यदि एक जहाज, ठीक दूसरे के 
पीछे हो, तो दोनों जहाज़ों के बीच की दूरी ज्ञात कीजिए। 

मान लीजिए 70 प्रकाश स्तम्भ है। 4, 8 दो जहाज हैं और 7/९ क्षैतिज रेखा है जो | 
7' से होकर जाती है। तब .4 और 2 के अवनमन कोण क्रमश: “४०१५ और 


. ८श्राए हैं। अत: ये कोण क्रमशः 457 और 307 हैं। 


अतः /॥४47'< 457 और /॥/४7' ८ 30९ 











०. 00 मी . 

0 ८॥/447+ “7 ष् 
_ 400मी __ 00मी _00मी _ 

॥/4 + था ऑल 45९. ] 00 भी 
इसी प्रकार, 

०-2 00 भी 
0 “8877 ( कितज 

॥8-- 00 मी __]00मी -0002 मी 


2॥ /0/87'.._॥॥ 300 


त्रिक्रोणमिति 


कननक 


अतः .485-0/82-20/4 --00:/5 मी-00 मी 
(00 -/3-]00) मी ्श 
--009< 0.73 मी 
+-73 मी (लगभग) 


प्रश्नावली 6.6 आकृति 6.]9 
(परिकलन के लिए मान लीजिए, ५/2-].4, २/3-।.73) 


. एक मीनार के आधार से 20 मी. दूर, भूमि पर, स्थित एक बिन्दु से मीनार की चोटी का 


उन्‍नयन कोण 30० है। मीनार की ऊंचाई ज्ञात कीजिए। 


, एक सीढ़ी को एक दीवार पर लगाने पर उसका ऊपरी सिरा, दीवार की शिखर तक 


पहुंचता है। सीढ़ी का निचला सिरा दीवार से .5 मी की दूरी पर है और सीढ़ी भूमि के 
साथ कोण 60 बनाता है। दीवार की ऊंचाई ज्ञात कीजिए। 


. एक बिजली का खम्बा 0 मी ऊंचा है। खम्बे को सीधा लम्बवत रखने के लिए, एक 


स्टील की तार का एक सिरा, खम्बे की चोटी से बंधा है, और दूसरा, भूमि पर स्थिर किया 
गया है। यदि स्टील की तार, खम्बे के आधार बिन्दु से होकर जाने वाले क्षैतिज के साथ 
45० का कोण बनाए, तो स्टील की तार की लम्बाई ज्ञात कीजिए। 


. एक खम्बे के आधार बिन्दु से, पर्वत की चोटी का उन्‍नयन कोण 60" है, और पर्वत के 


आधार से खम्बे की चोटी का उन्‍नयन कोण 30" है। यदि खम्बा 50 मी लंबा हो, तो.पर्वत 
की ऊंचाई ज्ञात कीजिए। 


. एक सड़क, 50 मी ऊंचे मीनार के आधार तक, सी धे जाती है। मीनार की चोटी से सड़क 


पर खड़ी दो कारों के अवनमन कोण क्रमश: 30" और 60 हैं। दो कारों के बीच की दूरी 
ज्ञात कीजिए और बताइए कि प्रत्येक कार, मीनार के आधार से कितनी दूरी पर है? 


, दो भूमि केन्द्रों से मापने पर एक कृत्रिम उपग्रह के उन्‍नयन कोण क्रमश: 30? और 60"' 


हैं। यदि केन्द्रों के बीच की दूरी 400 किमी हो, तो उपग्रह की ऊंचाई ज्ञात कीजिए। 


, भूमिपर एक बिन्दु ए से, एक 0 मी ऊंचे भवन की चोटी और एक हैलीकोप्टर, जो भवन 


की चोटी के ठीक ऊपर कुछ ऊंचाई पर जा रहा है, के उन्‍नयन कोण क्रमश: 30? और 
60" हैं। भूमि से हैलीकोप्टर की ऊंचाई ज्ञात कीजिए। 


. भूमि मर एक बिन्दु से, एक मीनार की चोटी का उन्‍नयन कोण 30“ है। मीनार की ओर 


30 मी चलने के पश्चात्‌, मीनार की चोटी का उन्‍नयन कोण 60? हो जाता है। मीनार की 
ऊचांई क्‍या है? 
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॥) द ॥॥॥॥ 


) एह़ |॥भ बोर गी के मध में पक णोग ताए है। झट पर एक जा कह 
नी के विपरीत कि परदे विद / और 0 झजरशित है कि । 0 औरत 
एम गदि/ और ( मे वक्ष चोटी के उसया को क्रम. ॥|९औ ६९९ 
हैं।गो का वी उप] कीति। 

|॥ एरभीगार की रो मे एक । मी उसे भव के गिर और आधार के बवागत केए 
क्रमशः ॥' गौर (] है। पीगार की उबाईगत कीयिए। 

|. एक [॥) मे. उप मगर की बोर और उसे आधार मे, एक चटम की सोते 
उन कोए क्रमश: 3 और 4४९ है। रात थी उतार शीत कीतिए। 

|), पढ़ गीगर परत ए छह है। गूय के उलताश (॥॥0) (पर के 
उलातकीए| 3) एरमीगर वी छा सके उलता शे 60 पर मीजार की छा मे. 
(7 भी तोती है मैगी उपईमात जि ।.. 


अध्याय |7 
आभिकलन 


7.। भूमिका 


आजकल कम्प्यूटर के बारे में हमें बहुत कछ सुनने को मिलता है। भारतीय रेल प्रशासन ने दिल्‍ली में 
जनता द्वारा यात्रा आरक्षण के लिए कम्प्यूटरों का प्रवेश कर दिया है। वे इस सुविधा को, अन्य स्थानों पर 
भी, उत्तरोत्तर प्रवेश करने जा रहे हैं। बड़े संगठन जैसे भारतीय जीवन बीमा निगम, आदि, अपने कार्यों 
में कम्प्यूटरों का प्रयोग कर रहे हैं। कई परीक्षा परिषद्‌ और विश्वविद्यालय भी अपने परीक्षा परिणामों 
को तैयार करने में कम्प्यूटरों का प्रयोग करते हैं। व्यापक रूप में, कृत्रिम उपग्रहों को आकाश (9,800) में 
छोड़ने और विशेष रूप में चन्द्रमा पर मनुष्य को भेजने में, उड़ान के नियन्त्रण के लिए, कम्प्यूटरों का 
अधिक प्रयोग होता है। इस प्रकार, कम्प्यूटर मानव जीवन के प्रायः प्रत्येक कार्यकलाप को प्रभावित कर 
रहे हैं। नि:सन्देह कम्प्यूटर का आविष्कार वर्तमान शताब्दी की महानतम उपलब्धियों में से एक है। इस 
लिए प्रत्येक नागरिक को यह जानकारी रखना आवश्यक है कि कम्प्यूटर क्या है। वे कैसे काम करते हैं। 
और उनका प्रयोग हम क्‍यों करें। 


7.2 गणित और कम्प्यूटर 


सम्भव है, आप विस्मय से पूछ बैठें कि कम्प्यूटर का गणित से क्या सम्बन्ध है। इसके उत्तर में, हम आप 
का ध्यान इस तथ्य की ओर दिला दें कि कम्प्यूटर के विकास में जिन तीन व्यक्तियों का अधिक योगदान 
माना जाता है वे तीनों ही गणितज्ञ थे। ये गणितज्ञ हैं: चार्ल बाबेज (8765 8800886) 
(।79-]87]), एलान ट्यूरिंग (शा पएाए68) (92-954) और जोन वोन न्यूमान (30॥ ए0॥ 
प८०7/७॥7) (903-957)।बाबेज कैम्ब्रिज विश्वविद्यालय में उसी पद पर नियुक्त थे जिसे उनसे 
पहले कभी महान्‌ न्यूटन ने सुशोभित किया था। वे सभी विचार, जिन्हें बाबेज, अपनी मशीन में 
समावेश करना चाहते थे, आज के कम्प्यूटर में उपस्थित हैं। इस प्रकार, बाबेज को, वास्तव में, 
कम्प्यूटर-पिता कहा जा सकता है। ट्यूरिंग एक ब्रिटेन निवासी तथा तर्क गणितज्ञ थे जिन्होंने गणित में 
अभिकलन के क्षेत्र में, बड़ा ही मौलिक कार्य किया। वर्तमान कम्प्यूटर की वास्तुकला ठीक वही है, जिस 
की अभिकल्पना वोन न्यूमान ने की थी। इसी कारण इसे न्यूमान मशीन भी कहते हैं। केवल इतना 


334 गणित 


अन्तर है कि आज के कम्प्यूटर अपनी संग्रह करते की सामर्थ्य और अपनी कार्य करने की गति में अतिशय 
रूप में वृद्धि कर गए हैं। 

कम्प्यूटर के इतिहास से ज्ञात होता है कि बाबेज से पूर्व भी गणितज्नों की, शीघ्र'परिकलन के लिए, 
मशीन बनाने में अभिरुचि रही थी। एक फ्रांसीसी गणितज्ञ ब्लेज पास्कल (8896 7४8८४) के पिता एक 
कर-संग्राहक (६४४ ००॥००७०/) थे। अपने पिता की सहायता के लिए उन्होंने 642 में, एक मशीन बनाई 
जो योग और व्यवकलन की संक्रियाएं कर सकती थी। फिर लगभग 674 में, ग्ोटफ्रैड लाइब्निज 

(9०॥80 [,अं०गांण) [जो कि कलन (०४००४७) के स्वतन्त्र आविष्कारक भी थे] ने एक 

बहु-उद्देश्यीय मशीन बनाई जो योग, व्यवकलन, गुणन, विभाजन और वर्गमूल ज्ञात करना जैसी सभी 
संक्रियाएं कर सकती थी। इन मशीतों को इनके पश्चात्‌ आने वाले केलकलेटरों (८॥07/808) तथा 
आज के कम्प्यटरों के पर्वज कह सकते हैं। 

गणित में कम्प्यूटरों का सी धा प्रयोग हुआ है। कम्प्यूटर के प्रयोग द्वारा ज्यामिति के कुछ प्रमेय सिद्ध 
किये गए हैं। ज्यामिति के बिन्दुओं और रेखाओं को संख्याओं द्वारा प्रकट करते हैं और फिर इन संख्याओं 
पर अभिकलन कर प्रमेय सिद्ध करते हैं। गणित की एक प्रसिद्ध समस्या, जिसे चतुर्वर्ण समस्या 
((0०-०००ए 9700८) के नाम से जाना जाता है, बहुत समय से हल नहीं हुई थी। कम्प्यूटर की 
सहायता से 975 में इसे हल कर लिया गया है। 

अब आप समझ सकते हैं कि मौलिकता की दृष्टि से, कम्प्यूटर, गणित और गणितज्ञों का शिशु है। 
इसलिए यह अध्ययन करना बड़ा रोचक होगा कि किस प्रकार गणित और यथार्थ में गणित की विचार 
विधि, कम्प्यूटर विज्ञान में अपनी भूमिका निभाती है। 


7.3 कम्प्यूटर की कार्यप्रणाली 


कम्प्यूटर एक इलेक्ट्रानिक यन्त्र है। हम कछ इलेक्ट्रोनिक यन्त्रों को जानते हैं; जैसे ट्रांजिस्टर रेडियो और 
टेलीविजत। सम्भव है आपने कछ इलेक्ट्रालिक खिलौने भी देखे होंगे। . 

कम्प्यूटर, जैसा कि इसके नाम से विदित होता है अभिकलन अर्थात्‌ परिकलन (०४0प/७४078) 
करता है। यहां अभिकलन का प्रयोग व्यापक रूप में करना है। यह सभी जानते हैं कि अभिकलन में, 
योग, व्यवकलन, गूणन, विभाजन और वर्गमूल ज्ञात करना, जैसी सभी संक्रियाएं सम्मिलित होती हैं। 
जब भी हमारी समस्या एक दिए हुए छोटे या बड़े व्यंजक का मान ज्ञात करने की हो, जैसे किः 


-शिएि 2 2 -- 66+ 3 
[02 + एढठड # त2/ 5 ७ 
तो हमें ऐसे ही अभिकलन करने होते हैं। 


अवश्य ही, इसका मान ज्ञात करने के लिए'“अभिकलन करना होगा जो एक संख्यात्मक अभिकलन 
है अर्थात्‌ केवल संख्याओं से सम्बद्ध अभिकलन। अब मान लीजिए, हमारे पास 000 नगरों के नामों की 


अभिकलन 355 


एक सूची है। हम इन्हें छाँट कर वर्णमाला के अनुसार क्रमबद्ध करना चाहते हैं। क्या इस कार्य में 
अभिकलन करना आवश्यक होगा। साधारणतया लोग कहेंगे नहीं। अवश्य ही, कम्प्यूटर इस कार्य को 
कर सकता है। कम्प्यूटर बाईं से दाईं ओर दो नामों के अक्षरों की तुलना करेगा और यह निश्चय करेगा 
कि कौन सा नाम पहले आएगा और कौन सा उसके पश्चात्‌ | इस कार्य को ''अ-संख्यात्मक अभिकलन 
(7णानाप्राआ० ०णाएए्रांकवंणा) कहते हैं। 
हम कोई संख्यात्मक व असंख्यात्मक अभिकलन, कम्प्यूटर द्वारा कैसे कराएं? कम्प्यूटर की महत्वपूण 
विशेषताएं हैं कि वे अनुदेशों का पालन बड़ी कर्तव्य-परायणता से करते हैं। वे एकाकी लम्बे और 
बार-बार दुहराने वाले कार्य से नहीं थकते और वे बड़े तीव्र गति वाले हैं। आपको शायद यह जानकर 
आश्चर्य होगा कि वर्तमान कम्प्यूटर प्रति सेकण्ड दस लाख योग संक्रियाएं कर सकता है। परन्तु किसी 
को यह भ्रम नहीं होना चाहिए कि कम्प्यूटर द्वारा किसी समस्या का हल प्राप्त करने के लिए, बस इतना 
करना होगा कि बोलकर अथवा लिखकर समस्या को कम्प्यूटर के किसी भाग में रख दें, कुछ बटन दबाएं 
और क॒छ चाबियां घुमाएं और कम्प्यूटर में से हल निकलने की प्रतीक्षा करें। अपने साधारण जीवन में, 
हम समस्या को सम्बन्धित विशेषज्ञों को दे देते हैं और उससे हल की प्रतीक्षा करते हैं। मशीन जिसे हम 
कम्प्यूटर कहते हैं इस प्रकार का विशेषज्ञ नहीं है। जो व्यक्ति, कम्प्यूटर की कर्तव्य परायणता, भ्रथक 
होना और तीव्रता का लाभ उठाना चाहते हैं और उनका प्रयोग अपनी समस्या को हल करने के लिए 
करना चाहते हैं, उन्हें स्वयं ही, कम्प्यूटर को यथोचित रूप में, समस्या हल करने की विधि भी बतानी 
होगी। इसी तथ्य को हम यह कह कर प्रकट करते हैं कि हमें कम्प्यूटर को, समस्या हल करने के लिए, 
क्रमादेश (70१07) बताना होगा। 
अब ध्यान देने योग्य प्रश्न यह है कि किसी कम्प्यूटर को एक दी हुई समस्या का हल करने के लिए 
क्रमादेश कैसे किया जाय? इस प्रश्न का उत्तर पाने के लिए हमें यह देखना होगा कि मनुष्य किसी 
समस्या, चाहे वह छोटी व बड़ी, सरल व कठिन हो, का कैसे हल करता हैं। अपने सम्मुख किसी समस्या को 
पाकर (आवश्यक नहीं कि वह गणित सम्बन्धी हो) एक मनुष्य इसे कैसे हल करने का प्रयत्न करता है। 
समस्या हल करने के इस दृष्टिकोण का हम कुछ उदाहरणों द्वारा अध्ययन करेंगे। 


उदाहरण 7. : निम्नलिखित का मान ज्ञात कीजिए: 
23 - 23+ 6 ८ 49 - 42- 4 -- (-- 0) 
हल : यह प्रश्न बड़ा सरल है और आपने ऐसे बहुत से प्रश्नों का हल निकाला है। ऐसे प्रश्नों 
को हल करने के अपने अनुभव और अभ्यास के कारण, आप इस प्रश्न का हल तुरन्त 
कर लेंगे। परन्तु याद रखें, जब हमारी प्रमुख रुचि यह जानने की है कि प्रश्न का हल 
करते समय हम किस प्रकार से सोचते हैं। हमें कौन सी संक्रियाएं करनी हैं और किस 
.. क्रम में, अर्थात्‌ हमें किन-किन चरणों में संक्रियाएं करनी हैं जिससे कि अन्तिम उत्तर 
. प्राप्त कर सकें। सम्भवत: आपकी प्रक्रिया चरणशः (४४८० 0ए ४0) इस प्रकार होंगी: 
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चरण : 


चरण 2: 


चरण 3: 


चरण 4: 


चरण 5; 


चरण 6: 


चरण 7; 


गणित 


दिए हुए व्यंजक के विभिन्‍न पदों को मालूम कीजिए। बे हैं: 
23, - 23, 6 » 49, - 2 + 4, - (८ 0) 


पहले दो गुणनखण्डों वाले पद अर्थात्‌ 6 >< 49 लीजिए। इसका मान ज्ञात कीजिए। यह 
294 है। व्यंजक में, इस दो गणनखण्ड वाले पद के स्थान पर इस मान को रखने पर व्यंजक 
इस प्रकार हो जाएगा 

23 - 23 + 294 - (!2 + 4) + (-- 0) 


दूसरे दो गुणनखण्ड वाले पद अर्थात्‌ - (2 - 4) का मात ज्ञात कीजिए। व्यंजक 
में - (2+4) के स्थान पर इसका मान्‌ अर्थात्‌ - 3 रखने पर, व्यंजक इस प्रकार हो जाएगा: 
23 - 23 + 294 -- 3 - (+ 0) 


चिहनों का उचित ध्यान रखते हुए, व्यंजक के सभी कोष्ठक खोल दीजिए। इस प्रकार 
व्यंजक हो जाएगा: 
23 - 23 + 294 - 3+ 0 


धन चिहन वाले सभी पदों अर्थात्‌ 23, 294 और 0 का योग कीजिए। इनका योगफल 327 
है। ध्यान दीजिए कि यह एक धनात्मक संख्या है। 


ऋण चिहन वाले पदों अर्थात्‌ - 23, और -- 3 को जोड़िए। इनका योगफल - 26 
है। ध्यान दीजिए कि यह एक ऋणात्मक संख्या है। 


यदि धन चिह्नों वाले पदों का योगफल (अर्थात्‌ चरण 5 में प्राप्त मान) ऋण चिह्न वाले पदों 
के योगफल (अर्थात्‌ चरण 6 में प्राप्त मान) के निरपेक्ष मात (चिह्न रहित मान) से अधिक 
या बराबर हो, तो चरण 5 से प्राप्त मान में से चरण 6 में प्राप्त परिणाम के निरपेक्ष मान को 
घटाइए। अन्य स्थितियों में चरण 5 में प्राप्त मान को, चरण 6 में प्राप्त परिणाम के निरपेक्ष 
मान में से घटाइए, और प्राप्त अन्तर से पहले ऋण चिह्न लगा दीजिए। (हमारे उदाहर॑ण 
में, यदि” के बाद का पहला विकल्प लागू होता है। इसलिए इसका उत्तर 
327 - 26 ८ 20] होगा।) 


इस प्रकार, उदाहरण 7. में दिये गये प्रश्न को हल करने के लिए हमें जो चरणशः: विधि अपनानी 
होगी, उसका वर्णन हमने कर दिया है। इस प्रक्रिया में हमने प्रश्नों को हल करने में प्रयुक्त चरणों को एक 
क्रम में रखा है। 

आइए अब एक व्यापक स्थिति पर विचार करें, जिसका उदाहरण 7.] एक विशिष्ट स्थिति माना 
जा सकता है। मान लीजिए कि हम एक ऐसे व्यंजक का मान ज्ञात करना चाहते हैं, जिसमें दो -दो गुणन 
. खण्डों वाले केवल दो पद हैं और शेष पद एक गुणन खण्ड वाले हैं। ध्यान दीजिए कि दो गुणनखण्डों वाले 
, पद के गुणनखण्ड या तो “)<” या “-” से जुड़े होते हैं। उदाहरण 7.2 के प्रश्न पर विचार कीजिए। 
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उदाहरण 7.2 : निम्न व्यंजक का मान ज्ञात कीजिए: 


हल : 


42९8 -- (0) + 6+/+-(--#) 
जहां ० 8, ८ 4, / और # संख्याएं हैं और /7£0 है। 


इस व्यंजक का मान ज्ञात करने की विधि ठीक वही होगी जो हमने उदाहरण 7.] में 
अपनायी है। केवल अंतर इतना है कि यहां संख्याओं के स्थान पर, प्रतीकों ०, 8, ८, ... 
इत्यादि का प्रयोग किया गया है। प्रक्रिया को चरणशः लिखने का प्रयत्न कीजिए। 


चरणशः प्रक्रिया का वर्णन करने की हम एक वैकल्पिक विधि अपनायेंगे। हम 


इस चरणशः प्रक्रिया को एक आरेख (0॥987987) के रूप में प्रदर्शित करेंगे और आप 
देखेंगे कि यह एक उत्तम विधि है। 


उदाहरण 7.] और 7.2 के प्रश्नों को हल करने की चरणशः प्रक्रिया, आरेखी 
रूप में नीचे प्रदर्शित की गई है (आकृति 7.4): 





| 


दिये गये व्यंजक के पदों को मालूम कीजिए | 


पहले दो गुणनखण्ड वाले पद का मान ज्ञात कीजिए 
और उस पद के स्थान पर ग्रह मान रखि 


















दसरे दो गणनखण्ड वाले पद का मान ज्ञात कीजिए 


हे ] 


और उस पद के स्थान पर यह मान रखि 










पदों के चिहनों को ध्यान में रखते हुए व्यंजक में 
सभी कोष्ठक खोलिए 











धन चिह्न वाले पदों 
को 8 से प्रकट की 









गड़िये। इस योगप 









ऋण चि 
प्रकट की 


वाले पदों को जोड़िए। इस योगफल को ॥' से 
।"' के निरपेक्ष मान को |] से प्रकट कीजिए 





338 * गणित 








जे में से 85 घटाइए, अर्थात्‌ 
[7] -$ ज्ञात कीजिए 


-(7|-$) को # से प्रकट 
कीजिए 






$ में से || घटाइए, अर्थात्‌ 
8-]7॥| ज्ञात कीजिए 
अन्तर की ४ से प्रकट कीजिए 








आकृति 7.!: उस व्यंजक का मान ज्ञात करने के लिए प्रवाह संचिव (009 ०(8४0) जिसमें दो 2- गुणनखण्ड वाले पद 
और 'शेष एक गणनखण्ड वाले पद हैं। 


इस बात से अपने को सन्तृष्ट कर लीजिए कि वस्तुत: यह आरेख उदाहरण 7.2 को हल करने की 
चरणशः विधि को प्रदर्शित करता है कि नहीं। यह भी सम्भव है कि कुछ उदाहरणों में 8 -- 0 अथवा 
]'--0 हो। इस प्रकार के कुछ उदाहरण दीजिए। 


प्रश्तावली 47.॥ 


!, उदाहरण 7.! के आरेख का प्रयोग करके निम्नलिखित व्यंजकों का मान ज्ञात कीजिए: 
(क) 6 - (8 2८ 5) + (60 + 0) 7 (  0/+ ! 
खि) (- 2)+ (- 2) + 8 - (6  0) - (“: 20) 
(ग) -(- 8) + (2 ८ 2) - (5 ८ 7) 


2, आकृति 7.2 के आरेख के अनुसार परिकलन कीजिए: 
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मान लीजिए ४८३3, 9554, ०5८2 


ह 


८ 


4” का परिकलन कीजिए। इसे $ से प्रकट कीजिए 
४ का परिकलन कीजिए। इसे '' से प्रकट कीजिए 


290 का परिकलन कीजिए। इसे ५ से प्रकट कीजिए 
* योगफल $+ 7+५४+८० ज्ञात कीजिए 
योगफल को [५ से प्रकट कीजिए 


४ का मान लिखिए 


विराम 


अआकृति 7.2 : (५ + 0) + ० के चरणशः अभिकलन को प्रकट करने वाला आरिख। 


]7.4 प्रवाह-संचित्र | । 


आकृति 7. और 7.2 में दिया गया चित्रीय. आयताकार बक्स 
निरूपण एक प्रश्न हल करने की विधि को गो 
प्रदर्शित करता है। ऐसे चित्रीय निरूपण की हीरे के आकार का बक्स 
प्रवाह-संचित्र (09८/शा) कहते हैं। इसमें 

विभिन्न प्रकार के कुछ बक्स होते हैं जिन्हें हू लक 
तीर-चिहनों से जोड़ा जाता है। 3 के के 

संचित्रों में हमने चार प्रकार के बकसों का प्रयोग अंतक बक्स दम बक्स 
किया है। दी हुई आकृति 7.3 में, उन्हें नामों. (धए7॥० 000) मा 


सहित एक स्थान पर दिखाया गया है। कृति [7.3 : प्रवाह संवत्र में प्रयुक्त बक्सों के नाम और उनके प्रकार 


समचतुर्भुजाकार बक्स 


360 गणित 


जब हम कोई प्रवाह संचित्र बनाते हैं तो प्रत्येक बकस में कार्य निर्देश का उल्लेख होता है। बक्सों 
को जोड़ने वाली रेखा पर बने तीर का चिह्न यह प्रकट करता है कि हमें शब्द ' प्रारम्भ” वाले बक्स से 
शुरू करके किस प्रवाह अथवा दिशा में चलना है। अत: इस चित्रीय प्रदर्शन को प्रवाह -संचित्र कहते हैं। 
यदि हम तीरों से दिखाई गई दिशा में चलते रहें तो हम उस बक्स पर पहुँच जाएँगे जहाँ उत्तर प्राप्त हो 
जाता है। अन्त में एक अन्य अंतक बक्स ((७77798 ७०१) आता है जिसमें विराम लिखा होता है। इस 
बक्स से यह संकेत मिलता है कि हम अभिकलन के अन्तिम चरण पर पहुँच गये हैं। 

प्रवाह संचित्र के अनसार कार्य सम्पन्त करने पर जो उत्तर प्राप्त होता है उसे उस कार्य का निर्गम 
(०००) कह सकते हैं। इस उत्तर को लिखने के लिए एक अन्य बक्स, जिसे निवेश--निर्गमम बक्स 
(77ए-०॥07६ ४००0 कहते हैं, का प्रयोग किया जाता है। 

आयताकार बक्स का प्रयोग ऐसे कार्य को संकेत करता है जिसके दो या दो से अधिक संभव 
परिणाम नहीं होते, बल्कि एक ही निश्चित परिणाम होता है। 

समचतुर्भजाकार (हीरे के आकार वाले) बक्स को निर्णय बक्स (66०॑अंणा ७0%) भी कहते हैं। 
इसमें एक प्रश्न होता है जिसका उत्तर हाँ या नहीं में होता है। इस स्थान पर, प्रवाह संचित्र दो शाखाओं में 
बंट जाता है-एक 'हाँ रेखा के साभ्र और दूसरी नहीं रेखा के साथ। इस संबंध में आगे दिये गये प्रवाह 
संचित्रों का अध्ययन कीजिए। 


7.5 समस्या हल करने के आधारभूत अनुदेश 


उदाहरण 7. में, हमने एक संख्यात्मक व्यंजक का मान ज्ञात करने के प्रश्न पर विचार किया है। हमने 
इस प्रश्न को पहले इसलिये लिया क्योंकि हम गणित के अध्ययन में इस प्रकार के प्रश्नों से परिचित होते 
रहे हैं। हमने बहुत से अनेक पदों वाले व्यंजकों के मान ज्ञात किये हैं। सरलता के लिए हमने यहाँ ऐसा 
«गंजक लिया जिसमें दो गुणनखण्डों वाले केवल दो पद थे क्योंकि उदाहरण 7.] में ब्यंजक के पदों की 
संख्या निश्चित थी, इसलिए प्रश्न हल करने की चरणशः: विधि का वर्णन करते समय हमने प्रत्येक पद 
का मान भी ज्ञात किया। उदाहरण के लिए हमने वस्तृत: 6 और 49 का गुणनफल प्राप्त किया जो कि 
294 था। उदाहरण 7.2 का प्रश्न उदाहरण 7.[ के प्रश्न का एक व्यापक रूप है। आकृति 7.] के 
प्रवाह संचित्र में जिसमें प्रश्न हल करने की चरणशः विधि बतायी गई है, प्रत्येक चरण या कार्य करने का 
वर्णन किया है। प्रत्येक कार्य को एक पृथक बकस से दिखाया गया है। प्रत्येक बक्स में उल्लेखित कार्य को 
कार्य करने का एक अनुदेश (0977070॥) मान सकते हैं। इस प्रकार, आकृति 7.] का प्रवाह संचित्र 
ऐशे अनुदेशों का एक संग्रह है जिनका प्रारंभिक अंकर्गाणत के जानकार किसी भी विश्वसनीय और 
आश्वाकारी व्यक्ति द्वारा पालन किए जाने पर प्रश्न का उत्तर प्राप्त कर सकता है। आप जानते हैं कि 


कम्प्यूटर विश्वसनीय और आज्ञाकारी होता है। यह कुछ आधारभूत अनुदेशों को प्राप्त करके उनका 
शलतन करता है। ह 


अभिक्रलन ३6] 


यद्यपि चरणशः प्रक्रिया लिखने और प्रवाह-संचित्र बनाने के लिए, हमने अंकर्गणित के एक 
सुपरिचित प्रश्न पर विचार किया, फिर भी हमें इसके द्वारा, प्रश्न हल करने की एक महत्वपूर्ण विधि 
प्राप्त हुई है। जब भी हम किसी प्रश्न को हल करने पर विचार करते हैं तब हम हल करने की प्रक्रिया को 
भिन्न-भिन्न चरणों में बांट देते हैं। जैसे, () प्रत्येक चरण में कोई न कोई कार्य होता है, (#) यदि इन सभी 
कार्यों (चरणों) को एक दिए हुए क्रम में, एक के बाद एक करें, तो अन्त में हमें प्रश्न का उत्तर प्राप्त हो 
जाता है। किसी भी समस्या का हल करने के सम्बंध में यह सदैव आधारभूत (980) संकल्पना होती है, 
' चाहे वह गणित सम्बंधी समस्या हो या अन्य कोई। 
दैनिक जीवन में, जब भी कोई समस्या हमारे सामने आती है, हम इसे हल करने की कोई 
सुब्यवस्थित प्रक्रिया ज्ञात करने का प्रयत्न करते हैं। सुब्यवस्थित प्रक्रिया में किए जाने वाले कार्यों का 
अनुक्रम (०६४०॥००) होता है। इन प्रक्रियाओं को उस व्यक्ति को दिया जाने वाला अनुदेश माना जा 
सकता है जिसके सामने हल करने के लिए ठीक ऐसी ही समस्या हो। 
आइए अब हस दैनिक जीवन की कुछ समस्याओं पर विचार करें और प्रत्येक को हल करने के लिए 
एक चरणशः प्रक्रिया निर्धारित करने का प्रयत्न करें। 
दैनिक जीवन से लिए गए उदाहरण 
उदाहरण 7.3 : एक व्यक्ति नदी पार करना चाहता है। उसे तैरना नहीं आता और पास में कोई पुल 
नहीं है। परन्तु वह देखता है कि नदी के उस किनारे पर जिस पर वह है, दो बालक एक 
छोटी नाव में बैठे हैं। वह व्यक्ति उन बालकों से प्रार्थना करता है कि वे उसे, अपनी 
नाव में, नदी के दूसरे किनारे पर ले चलें। बालक उसे बताते हैं कि नाव केवल एक 
वयस्क को या दो बालकों को ले जा सकती है। उस व्यक्ति को दूसरे किनारे पर ले जाने 
की समस्या को कैसे हल करें? 
हेल : थोड़ा विचार करने पर आकृति 7.4 के चित्रों द्वारा बताई गई विधि के अनुसार कार्य 
करने पर आप इस समस्या को हल कर सकते हैं। इस विधि में अनेक चरण हैं। 
आकृति 7.4 का प्रत्येक चित्र एक चरण का वर्णन करता है। सभी चित्रों को उस क़म 
में लेने से, जिसमें वे खींचे गए हैं, समस्या को हल करने की चरणशः प्रक्रिया प्राप्त 
' होती है। हम इस प्रक्रिया को आकृति 7.5 के प्रवाह संचित्र से प्रदर्शित करते हैं। 
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दो बालक, नाव को नदी के दूसरे किनारे पर ले जाते हैं। 


एक बालक दूसरे किनारे पर ताव से उत्तर कर ठहर 
जाता है। 


दूसरा बालक नाव के साथ वापस आता है और नाव 
से उतर जाता है। 


वह व्यक्ति उस नाव को खेकर दूसरे किनारे पर ले 
जाता है। दिषयल 


वह व्यक्ति, नदी के दूसरे किनारे पर, नाव से उतर 
जाता है। 






दूसरे किनारे पर बैठा बालक नाव को मूल स्थान पर 
वापस ले आता है। 


आकृति 7.5 : उदाहरण 7.3 में दी हुई समस्या को हल करने के लिए प्रवाह-संचित्र 





उदाहरण 7.4 : मान लीजिए दीवार पर, कुछ ऊँचाई पर, एक कैलेण्डर टंगा है। कैलेण्डर के 
अलग-अलग पृष्ठ पर अलग-अलग मास का उल्लेख है। किसी मास के अन्तिम दिन रात्रि में 9 बजे, हम 
उस मास के पृष्ठ को फांड़ना चाहते हैं और यह देखना चाहते हैं कि नया पृष्ठ अगले दिन आरम्भ होने 
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वाले नए मास को दिखाता है कि नहीं। इस कार्य को सम्पन्न करने के लिए एक चरणशः प्रक्रिया 
लिखिए। 


हल: इस समस्या में, कार्यों या संक्रियाओं को निम्न दो सरल चरणों में व्यक्त कर सकते हैं: 


(!) यदि आज मास का अन्तिम दिन है और समय रात्रि के 9 बजे हैं तो कैलेण्डर का वर्तमान 
सास का पृष्ठ फाड़ दीजिए। 
(2) यह पृष्टि कर लीजिए कि अगला पृष्ठ अगले मास वाला ही पृष्ठ है। 
ऐसा प्रतीत होता है कि इन दोनों चरणों को एक साथ लेने पर एक ऐसी चरणशः प्रक्रिया प्राप्त होती 
है जिसे करने से अभीष्ट लक्ष्य प्राप्त हो जाता है। इस प्रकार, समस्या का हल प्राप्त हो जाता है। परन्तु 
यह इस बात पर निर्भर करता है कि इन चरणों के अनुदेश किस व्यक्ति को दिए गये हैं। क्या वह व्यक्ति 
बहुत प्रतिभाशाली है, साधारण प्रति भा वाला है, बहुत ही साधारण व्यक्ति है या एक मशीन है। हाँ, कई 
बार हमें मशीन को एक अनुदेश-अनुक्रम देना होता है, जिसका पालन करके मशीन अभीष्ट लक्ष्य प्राप्त 
कर सकती है। आपने ऐसी मशीनों के बारे में सुना होगा, इन्हें रोबोट ((२०७०॥) कहते हैं। एक रोबोट 
वास्तव में एक कम्प्यूटर ही होता है, जिसके हाथ पाँव जैसे कुछ अंग होते हैं और जिन्हें चलाया जा सकता 
है। 
सम्भव है कि जिस व्यक्ति को अनुदेश दिए गए हैं उसको ध्यान में रखते हुए ऊपर उल्लेख की गई 
2-चरण प्रक्रिया हमारे उद्देश्य के पूर्णतया उपयुक्त न हो। इसमें बहुत सी बातों की कल्पना पहले से की 
जा सकती है। सम्भव है कि प्रत्येक चरण पर्याप्त रूप में सरल न हो। हो सकता है कि बहुत से आवश्यक 
ब्यौरे विस्तृत रूप में देने पड़ें और केवल तभी अनुदेश लागू हो पाएँ। अतः हम इन दो चरणों के ब्यौरों पर 
विचार करें। 
सबसे पहले कैलेण्डर से वर्तमान मास वाले पष्ठ को फाड़ने के कार्य को लीजिए। हमें बताया गया है 
कि कैलेण्डर दीवार पर ऊँचाई पर स्थित है। इसलिए हमें एक स्ट्ल की आवश्यकता होगी जिससे कि 
उस पर खड़े होकर हमारा हाथ कैलेण्डर तक पहुँच सके। एक बार जब हम स्ट्ल पर खड़े हो जायें और 
हमारा हाथ कैलेण्डर तक पहुँच जाये, तो क्या हमें और क॒छ निर्दिष्ट करना होगा? हमें यह देखना होगा 
कि कैलेण्डर का पहला पृष्ठ वर्तमान मास का है। तब हमें कैलेण्डर को एक हाथ से थाम कर और केवल 
तभी जबकि रात्रि के 9 बज चुके हों, उस पृष्ठ को फाड़ कर हटा देना चाहिए। इसलिए अकेले चरण 
अर्थात्‌ “यदि आज मास का अन्तिम दिन है और रात्रि के 9 बज चुके हैं, तो कैलेण्डर का वर्तमान मास का 
पृष्ठ कैलेण्डर से फाड़ दीजिए को विस्तार से इस प्रकार प्रकट करेंगे: 
.। दीवार के पास, एक पर्याप्त ऊँचाई का स्ट्ल रखिए जिससे कि कैलेण्डर तक पहुँचा जा सके। 
.2 स्टल पर खड़े हो जाइए और कैलेण्डर की ओर देखिए। 
.3 यदि पहला पृष्ठ वर्तमान मास का हो, यदि आज मास का अन्तिम दिन हो और यदि अब रात्रि 
के 9 बज चुके हों, तो कैलेण्डर को एक हाथ से पकड़िए, वर्तमान मास के पृष्ठ को दूसरे हाथ 
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से पकड़िए और उसे कैलेण्डर से पूर्णतया फाड़ दीजिए। 
इसी प्रकार, उपरोक्त 2-चरण प्रक्रिया के चरण 2 को विस्तार से इस प्रकार प्रकट सकते हैं: 


2. यदि कैलेण्डर का पहला पृष्ठ अगले दिन आरम्भ होने वाले मास को नहीं द्विंखाता तो 
कैलेण्डर को दीवार से पूरा ही हटा दीजिए। 
2.2 स्ट्ल से नीचे उतर आइए। 


यदि हम ऐसा अनुभव करते हैं कि चरण .-.3 और 2.-2.2 का कोई भी चरण उस व्यक्ति या रोबोट 
के लिए, जिसे अनुदेशों का पालन करना है, पूर्ण रूप से स्पष्ट नहीं है तो हमें उस चरण विशेष को और 
चरणों में बांट देना चाहिए या उसे और अधिक समझने योग्य बना देता चाहिए। उदाहरण 7.4 के 
लिए, मान लीजिए कि ये चरण पर्याप्त हैं और इस लिए कल 5 चरणों के क्रम ., .2, .3. 2., 2.2, से 
अपेक्षित चरणशः प्रक्रिया प्राप्त होती है। इस प्रक्रिया को प्रवाह संचित्र द्वारा प्रदीशित करने पर आकृति 
7.6 प्राप्त होगी जो कि पृष्ठ 366 पर है। 


ध्यान दीजिए कि प्रवाह-संचित्र में चरणों 7.। और ,2 में से प्रत्येक को दो भागों में बाँटा गया है। 
इसी प्रकार चरण 7.3 को भी कई भागों में बांदा गया है। यही बात चरण॑ 2./ पर भी लागू है। यह केवल 
सुविधा के लिए किया गया है। यह इसलिए नहीं किया गया है कि इससे ये चरण अधिक स्पष्ट व अधिक 
पमझने योरय बन जाएँ। 


॥| 


प्रश्नावली 7.2 


है. 7? + 


. आप अपने सहपाठी से द्ूरभाष ((0०७॥०॥८) से बात करना चाहते हैं। उसका दूरभाष नम्बर 4 
अंकों वाला है। अपने अभीष्ट कार्य को प्रवाह-संचित्र द्वारा प्रदर्शित कीजिए 
2, एकनव आगन्तक को एक संग्रहालय पहुंचने के लिए निम्नलिखित अनुदेश दिये गए। संग्रहालय 
पहंचने तक की उसकी क्रियाओं को प्रवाह संचित्र द्वारा प्रदर्शित कीजिए। 
"दक्षिण की ओर तब तक चलिए जब तक कि अपनी बाई ओर आपको एक पार्क न दिखाई 
देने लगे। पार्क क्षेत्र समाप्त होने पर दाईं ओर मुड़िए और तब तक चलिए जब तक कि आपके दाईं 
, ओर एक झील न दिखाई दे। ज्यों ही, झील का क्षेत्र आरंभ हो, सड़क पार कीजिए और अपने दाईं 
ओर चलते जाइए। आपके बाईं ओर पहले मोड़ के कोने पर संग्रहालय है। 
'3, 000 रुपये पर, 6 वर्ष में, 2 प्रतिशत प्रतिवर्ष की दर से ब्याज ज्ञात करने के लिए एक चरण श: 
प्रक्रिया लिखिए। इसके लिए प्रवाह संचित्र भी बनाइए। 
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एक पर्याप्त ऊँचाई का स्टूल लीजिए। 


स्टूल को दीवार के साथ इस प्रकार रखिए कि 
कैलेण्डर तक पहुँचा जा सके। 


कैलेण्डर की ओर देखिए। 

















£ः हु को दूसरे हाथ से 


वर्तमान मास 
पकष्ठिए और उसे फाड़ | 


आकृति 7.6 ; उदाहरण 7.4 की समस्या के लिए प्रवाह-संचित्र 
77.6 कलन-विधि 
पिछले उदाहरणों और प्रश्नावलियों में आपने अवश्य ही देखा होगा कि किसी समस्या को हल करने के , 


लिए, हमें एक चरणशः प्रक्रिया बनानी होती है। चरणशः प्रक्रिया के लिए एक पारिभाषिक शब्द है :. 
कलन-विधि (४80०70॥7)। इस प्रकार, कलन-विधि वह विधि है जिसकी सहायता से समस्या का हल _ 
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निकाला जा सकता है। दूसरे शब्दों में, कलन-विधि चरणों का एक ऐसा अन॒क्रम है जिसको निष्ठापर्वक 
करने से कार्य सम्पन्न हो जाता है। नौंवी शताब्दी के एक गणितज्ञ अब जफर महम्मद इब्न मसा. अल 
: घखुआरिजमी (4७0 जब शिप्राक्षायात फा शा 6॥ ए॥9फ़थयंदशाएं) का कल नाम था 
अल-खुआरिजमी और इसी नाम से प्राप्त हुआ है शब्द ''अलगारिश्म (8०) "। 
वास्तव.में हम सभी अपने दैनिक जीवन में, ऐसे शब्दों से परिचित हैं जो कलन-विधि के स्थान पर 
प्रयक्‍्त होते हैं। एक नया व्यंजक बनाने के लिए उसकी ' व्यंजन विधि निर्दिष्ट होती है। व्यंजन विधि 
उस चरणशाः प्रक्रिया का वर्णन करती है जिससे बताई गई सामग्री का प्रयोग कर, वह व्यंजन बनाया जा 
सके। इस प्रकार, पाक विज्ञान में कलन-विधि के स्थान पर व्यंजन विधि का प्रयोग होता है। स्वैटर 
बुनता सिखाने के लिए चरणश: अनुदेश जैसे उल्टा एक सीधा एक” दिये जाते हैं। इनको एक साथ 
प्रयोग करने पर इस अनुवेश अन॒क्रम को “बुनाई नमना'' कहते हैं। बनाई नमूना एक कलन-विधि है। 
संगीत कला में आपने देखा होगा कि गायक मण्डली के प्रत्येक गायक के सम्मुख एक पट॒टी पर ५ के 
प्रकार के प्रतीकों का एक संग्रह होता है। इसे "संगीत संरचना'' कहते हैं। संगीत संरचना भी एक 
कलन-विधि है। यदि आप बने बनाये ब्लाकों से एक हवाई जहाज का खिलौना बना रहे हैं, तो इसके लिए 
आपको एक विए हुए क्रम में कुछ दिये हुए अनुदेशों का पालन करना होता है। इन्हें "संरचना अनुदेश'' 
कहते हैं जो वास्तव में एक कलन-विधि ही है। इसी प्रकार, एक विशेष ड्रेस बनाने के लिए एक दर्जी को 
' काटने और सीने के एक अनुदेश-अनुक्रम का पालन करना होता है और तभी वह ड्रैस बना पाता है। इस 
अनुदेश अनुक्रम को ''ड्रैस पेटर्न' कहते हैं। ड्रैस पैटर्न भी एक कलन-विधि है। नीचे सारणी -| में हमने ये 
सभी सचनाएँ संक्षेप में प्रकट की हैं। बाईं ओर के स्तंभ में, उस कार्य का वर्णन है जिन्हें हमें करना है। 
प्रत्येक कार्य के दाईं ओर उस कार्य को सम्पन्न करने के लिए अभीष्ट कलन-विधि या चरणशः प्रक्रिया 
शब्द का प्रयोग किया गया है। 


सारणी 4 
कुछ साधारण कार्यों की कलन-विधि 


कार्य चरणशः प्रक्रिया अर्थात कलन-विधि 
का साधारण नाम 
व्यंजन बनाना व्यंजन विधि 
स्वेटर बुनना ४ बुनाई नमूना 
ड्रैस बनाना : ड्रैस पैटर्न 
संगीत गायन संगीत संरचना 


खिलौना बनाना संरचना अनुदेश 
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इस प्रकार, आप देख सकते,हैं कि कल्नंन-विधि:की अभिक्रव्पना जीवन के प्रत्येक क्षेत्र का एक 
महत्वपूर्ण कार्यकलाप, हैं। .कलन >विश्ि,वास्तव-कें- समस्या/को, हल करने की 'एक थोज़मः है। 
कलन-विधि को बनाने के लिए कुछ चिन्तन प्रक्रिया करनी होती है।इस प्रकार कलन-विधि की रचना 
को सीखने के लिए हमें यह सीखना होगा कि हम सुव्यवस्थित ढंग से कैसे सोचें। कंप्यूटर के आगमन से 
इस कार्यकलाप ने बहुत अधिक महत्व और प्रतिष्ठा प्राप्त कर ली है। 


गणित, कलन-विधि और कंप्यूटर 


कलन-विधि की रचना करने और उसका अध्ययन करने के कार्य का गणित में एक अद्वितीय और 
केंद्रीय स्थान है। दो दिए हुए धन पूर्णाकों का महत्तम समापवर्तक ज्ञात करने के संबंध में यक्लिड की 
कलन-विधि (0॥0% ॥[8०॥0॥॥) से आप परिचित होंगे। गणित में प्रश्नों को हल करने के लिए 
आपने अन्य कई विधियाँ और प्रक्रियाएँ सीखी हैं। पथोचित कलन-विधि बनाने का यह कार्यकलाप 
गणितज्ञों ने प्राचीन काल से अपनाया है। आधुनिक युग में कंप्यूटर के प्रयोग में आने के कारण इस पर 
और अधिक बल दिया जाने लगा है। ऐसा होने का एक कारण यह है कि किसी व्यक्ति का कलन-विशध्धि 
स्वयं समझ लेना ही पर्याप्त नहीं है, अब उसे इस कलन-विधि को एक यन्त्र को, जिसे कंप्यूटर कहते हैं, 
इस प्रकार बताना भी है कि वह उसे समझ सके और उसके अनुसार कार्य कर सके। कंप्यूटर केवल सरल 
संक्रियाएँ जैसे संख्याओं का योग, व्यवकलन, गुणन, भाजन व तुलना ही कर सकते हैं। 

कंप्यूटर द्वारा सम्पन्न कराए जाने वाले अन्य कार्य को एक कलन-विधि की सहायता से आधारभत 
संक्रियाओं के रूप में व्यक्त करना आवश्यक होता है। 

कंप्यूटर के तीन प्रमुख भाग होते हैं। इन्हें आकृति 7.7 में दिखाया गया हैं। 


निवेश और निर्गम केंद्रीय संसाधन “ 









आकृति 7.7 : एक प्रतिदर्श कंप्यूटर के प्रमुख भाग 
चित्र में तीर के चिह्न सूचना और विद्युत संकेतों के प्रवाह को दिखाते हैं। 
कंप्यूटर की केंद्रीय संसाधन इकाई (१४४४ शि०००आा 0) ((९0) उपरोक्त मौलिक संक्रियाओं 
को पूरा करती है। कंप्यूटर की स्मृति (7७॥0%) में दो प्रकार की वस्तएँ होती हैं। 
() की जाने वाली संक्रियाओं से संबड़ कलन-विधि। 
(0) सूचनाएँ व आंकड़े जिन पर ये संक्रियाएँ करनी हैं और इन संक्रियाओं से प्राप्त'परिणाम | 
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निवेश 'युक्तियाँ (99० 0८४८४७) वे साधन हैं जिनके प्रयोग से कलन विधि और आंकड़ों को 
. कंप्यूटर में निविष्ट करते हैं।'निर्गम -थुक्तियाँ (00॥70४ 06एं०८७) वे सांधन हैं जिनके प्रयोग से 
अभिकलनों अर्थात कंप्यूटरिंग'के परिणामों को उपयोगकर्ता तंक-पहुँचाया जाता है। 


कंप्यूटर उन कार्यों को कर सकता है या उन समस्याओं को हल कर सकता है, जिनकी कलन-विधि 
को मौलिक संक्रियाओं के रूप में लिखा जा सके। कंप्यूटर ऐसी समस्या हल नहीं कर सकता जिसके लिए 
कलन-विधि न लिखी जा सके। यही कारण है कि यहाँ हम यह अध्ययन कर रहे हैं कि किस प्रकार किसी 
समस्या के लिए एक कलन-विधि लिखी जाती हैं। एक बार कलन विधि प्राप्त हो जाए तो हम बड़ी 
आसानी से उसका अनुवाद उन भाषाओं में कर सकते हैं, जिन्हें कंप्यूटर समझता है और स्वीकार करता 
है। आपने कछ नाम अवश्य सुने होंगे, जैसे बेसिक (8450), फोर्ट्रान (700/277९ 4५), कोबोल 
. (0080), और पास्कल (?45८:५॥)। ये उन भाषाओं में से कुछ हैं जिनका प्रयोग, कंप्यूटर के साथ 
' कार्य करते समय हम करते हैं। उस कलन-विधि को, जो इन भाषाओं में से किसी एक में लिखा हो, एक 
क्रमादेश ([४०हाथ्ाा) कहते हैं। कलन-विधि को एक क़मादेश के रूप में लिखना एक सीधा एवं सरल 
कटलेखन (०००४) कार्यकलाप है। कलन-विधि लिखना एक मौलिक कार्य है जिसके लिए सुब्यवस्थित 
ढंग से सोचना पड़ता है और इसीलिए इसका गणित से निकट का संबंध है और यह गणितज्ञों को अधिक 
प्रिय है। इसीलिए गणित के अध्ययन में, हम कलन-विधि के विकास पर जोर दे रहे हैं और इस ओर ध्यान 
केंद्रित कर रहे हैं। 
कंप्यूटर बड़े और छोटे सभी प्रकार के होते हैं। कोई कंप्यूटर कितना बड़ा है, यह निश्चय करने की 
एक कसौटी है उसकी स्मृति का आमाप (पाढ्मणाए ४26) या उसकी भंडारण (॥0०४६८) क्षमता। 
भिन्न-भिन्न कंप्यूटरों की चाल (59०००) भी भिन्‍न-भिन्‍न होती है। 
कई प्रकार के निवेश और निर्गम साधनों को कंप्यूटर से जोड़ा जा सकता है। आप यह सभी विवरण 
किसी कंप्यूटर केंद्र में जाकर या कंप्यूटर निर्माता (कम्पनी) के विक्रय विज्ञापन पत्र से प्राप्त कर सकते हैं। 
गणित में, हमारी प्रधान अभिरुचि यह सीखना है कि हम कलन-विधि कैसे विकसित करें। 


कलन-विधि का चरणशः शोधन 
जैसा कि हम पहले बता चुके हैं, कंप्यूटर बड़ा ही आज्ञाकारी यंत्र है। आप इसे जैसा करने का निर्देश 
देंगे, वह ठीक वैसा ही करता है। अतः कलन-बिधि का प्रत्येक चरण निश्चित और स्पष्ट होना चाहिए। 
उदाहरण 7.4 में हमने देखा है कि किसी बुद्धिमान व्यक्ति के लिए तो चरण ] और 2 ठीक थे, परन्तु 
दूसरों के लिए उन्हें अधिक विस्तृत करना या शुद्ध करना आवश्यक था। चरण ] को तीन उपचरणों ., 
_.2, और ].3 में शोधित किया गया और चरण 2 को दो उपचरणों 2.] और 2.2 में। हमें कलन-विधि 
' को इसी प्रकार विकसित करना चाहिए। हम एक ही बार में किसी कार्य के सम्पूर्ण ब्यौरे पर ध्यान केंद्रित 
नहीं कर सकते। अतः, इस प्रकार का क्रमबद्ध शोधन आवश्यक हो जाता है। कलन-विधि का शोधन 
: कार्य तब तक करते रहते हैं जब तक कि इसका प्रत्येक चरण पर्याप्त रूप से विस्तृत, स्पष्ट और निश्चित 
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न हो जाए। कलन-विधि के विकास की इस रीति को 'चरणश: शोधन" (#6एप्रां58 ४व77९॥/) या 

"ऊपर से नीचे की ओर की योजना” (00-999॥ 06४8) या: - खंडन और प्राप्ति नीति (0ए06 ४७6 
००१: 7862५) कहते हैं। हम एक अन्य उदाहरण लेकर इस,रीति की व्याख्या करेंगे और इसे 
प्रदर्शित करेंगे। 


. उदाहरण 7.5 : एक प्याला चाय बनाने की कलन-विधि विकसित कीजिए। 
हल : हम अपने अनुभव से यह कह सकते हैं कि कलन-विधि में निम्नलिखित पाँच चरण होंगे : 
(]) पानी उबालिए। 
(2) उबलते पानी में चीनी मिलाइए। 
(3) उबलते पानी में चाय मिलाइए। 
(4) मिश्रण को एक प्याले में छानिए। 
(5) प्याले में दूध मिलाइए। 


ऊपर के चरण शायद पर्याप्त रूप से इतने विस्तृत नहीं हैं कि उन्हें एक रोबोट समझ सके और 
उनका पालन कर सके। हम इनमें से प्रत्येक चरण को कुछ सरल उपचरणों में बांट कर शोधित करेंगे। 
प्रत्येक उपचरण में मूल चरण की अपेक्षा अधिक ब्यौरे होंगे। 


चरण ()-'पानी उबालिए',-को निम्न उपचरणों में शोधित कर सकते हैं : 
(.7) एक प्याला पानी लीजिए। 
(.2) पानी को एक खाली बर्तन में डालिए। 
(.3) अंगीठी जलाइए। 
(.4) बर्तन को अंगीठी पर रखिए। 
(.5) पानी उबलने तक प्रतीक्षा कीजिए 

चरण (2)- उबलते पानी में चीनी मिलाइए'-को निम्न उपचरणों में शोधित कर सकते हैं 
(2.) चीनी का डिब्बा खोलिए 
(2.2) एक चम्मच चीनी लीजिए। 
(2.3) अंगीठी पर रखे उबलते पानी में एक चम्मच चीनी डालिए। 
(2.4) चीनी का डिब्बा बन्द कीजिए। 

इसी प्रकार, 

चरण (3)-'उबलते पानी में चाय मिलाइए'-को निम्न उपचरणों में शोधित कर सकते हैं : 
(3.)) चाय का डिब्बा खोलिए। 
(3.2) एक चम्मच चाय लीजिए। 
(3.3) अंगीठी पर उबलते पानी में एक चम्मच चाय डाल दीजिए। 
(3.4) चाय का डिब्बा बंद कीजिए। 


' झूभिकूलन , ,, लि लक ५ ञ्ा 


(4.) अंगीठी बुझांइए | 
(4.2) मिश्रण को एक प्याले में छानिए 


' चरण (5)-प्याले में दूध मिलाइए'-को इस प्रकार शोधित कर सकते हैं 


(5.) प्याले में दूध तब तकमिलाइए जब तक कि मिश्रण का काला रंग हल्के भरे रंग में न 
बदल जाए 


ध्यान दीजिए कि किसी चरण को शोधित करने के लिए यह आवश्यक नहीं है कि चरणों की संख्या 
बढ़ाई जाए। यह चरण (5) में देख सकते हैं। महत्वपूर्ण बात यह है कि शोधित नया चरण (5) अधिक 
स्पष्ट और सरल हो या उसमें कार्य.के अधिक ब्यौरे दिये हुए हों। शो धन में एक अतिरिक्त परन्तु स्पष्ट 
क्रिया भी हो सकती है। यह क्रिया हमने चरण (4) में की है। उपचरण (4.) एक ऐसी स्पष्ट क्रिया है 
जिसे उपचरण (4.2) को करने से पहले अवश्य ही करते हैं। अतः इसे चरण (4) के शोधन में स( प्मलित 
कर लिया गया है। इस प्रकार किसी चरण के शोधन की प्रक्रिया में निम्न बातें संबद्ध होंगी : 


(क) क्रिया के वर्तमान चरण को छोटे और सरल क्रियाओं के चरणों में बांटना 
(ख) क्रिया के वर्तमान चरण को अधिक स्पष्टता के साथ दुबारा व्यक्त करना या 
(ग) उपचरणों के रूप में और अधिक ब्यौरे देना। इसी को दृष्टिगत रखते हुए, चरण (2.) 'चीनी का 
डिब्बा खोलिए' का इस प्रकार शोधन करना आवश्यक है : 
(2..)) अलमारी से चीनी का डिब्बा लाइए। 
(2.4.2) इसका ढक्‍कन खोलिए। 
इसी प्रकार, चरण (2.4) 'चीनी का डिब्बा बंद कीजिए', को भी शायद इस प्रकार शोधित करना 
आवश्यक है ; 
(2.4,।) चीनी के डिब्बे पर ढक्कत रखिए। 
, (2.4.2) चीनी का डिब्बा वापस अलमारी में रखिए। 


अपने इस सोच-विचार को ध्यान में रखते हुए और सभी शोधनों को इकट्ठा कर, हम इस प्रकार 
लिख सकते हैं : 


प्रारम्भिक कलन-विधि पहले शोधन के बाद. कलन-विधि ... दूसरे शोधन के बाव 
कलन-विधि 


() पानी उबालिए। (.)) एक प्याला पानी लीजिए। 
| (.2) पानी को एक खाली बर्तन में 
डालिए। 
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(.4) 
(.5) 


(2) उबलते पानी में 
चीनी डालिए। 


(2.!) 


(2.2) 
(2.3) 


(2.4) 


(3) उबलते पानी में चाय (3.[) 
डालिए। 


(3.2) 
(3.3) 


(3.4) 


(4) मिश्रण को एक प्याले (4,) 
में छानिए। (4.2) 


(5) प्याले में दूध 
मिलाइए। 


(5.) 


गणित. 
अंगीठी जैलाइए॥ ' ४ '' के 
बर्तन को अंगीठी पर रखिए। 
जब तक पानी उबले तब तक 
प्रतीक्षा कीजिए। 
चीनी का डिब्बा खोलिए।. (2..) अलमारी से चीनी का 
डिब्बा लाइए। 
एक चम्मच चीनी लीजिए।  (2..2) इसका ढक्‍्कन खोलिए। 
अंगीठी पर रखे उबलते पानी में 
एक चम्मच चीनी डालिए। 
चीनी का डिब्बा बन्द कीजिए (2.4.]) चीनी के डिब्बे का 
ढककन बन्द कीजिए। 
(2.4.2) चीनी का डिब्बा 
अलमारी में रखिए। 
चाय 'का डिब्बा खोलिए। . (3..।) अलमारी से चाय का 
डिब्बा लाइए। 
(3..2) इसका ढकक्‍कन खोलिए। 
एक चम्मच चाय लीजिए। 
अंगीठी पर रखे उबलते पानी में 
चम्मच भर चाय डाल दीजिए। 
चाय का डिब्बा बन्द कीजिए। (3.4.) चाय के डिब्बे का 
ढकक्‍कन बन्द कीजिए। 
(3.4.2) चाय का डिब्बा वापस 
अलमारी में रखिए। 
अंगीठी बुझाइए। 
मिश्रण को एक प्याले में 
छानिए। 
प्याले में तब तक दूध मिलाइए। 
जब तक कि मिश्रण का काला 
रंग हल्के भूरे रंग में न बदल 


जाये। 
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इस अध्याय के प्रारंभ में, हमने एक प्रश्न पूछा था, : ''क़ोई व्यक्ति किसी समस्या को हल करने का 
प्रयत्न कैसे करता है? ' अब तक दिये गये उदाहरणों द्वारा आप इसके बारे में कछ अवश्य समझ गये 
होंगे। जब कभी किसी व्यक्ति के सम्मुख कोई समस्या आती है, तो समस्या के बारे में अपनी समझ से 
प्रेरित हो वह सोचता है और समस्या के हल के प्रमुख चरणों का निश्चय कर लेता है जिनके करने पर, 
समस्या के हल तक पहुंच जाता है। प्रायः किसी भी व्यक्ति के लिए यह संभव नहीं है कि वह एक ही बार 
में, सभी कार्यों के बारे में पूरे विस्तार से सोच सके। इसलिए चरणशः प्रक्रिया के प्रारंभ में पहले प्रमुख 
चरणों की एक सूची बनानी होगी जिन्हें करना समस्या के हल के लिए आवश्यक है। इसके पश्चात्‌, हम 
इन प्रमुख चरणों पर एक-एक करके विचार कर सकते हैं। ऐसा प्रत्येक प्रमुख चरण एक स्वतंत्र इकाई 
होता है। इसलिए उन सभी कार्यों के बारे में सोचा जा सकता है जो इस प्रमुख चरण में सम्मिलित हो 
सकते हैं। इसका अभिप्रायः यह है कि हम एक समय पर एक प्रमुख चरण को समझने की बेहतर स्थिति 
में होते हैं और इस पर अधिक स्पष्टता से सोच सकते हैं। इसलिए हम ऐसे अधिक सरल विस्तृत और 
अधिक निश्चित उप-चरणों का वर्णन कर सकते हैं, जिनके करने पर, वह प्रमुख कार्य सम्पन्न हो जाता 
है। ऐसा प्रत्येक उपकार्य, प्रमुख चरण के शोधन में एक उपचरण निश्चित करता है। यही चरणशः 
शोधन रीति (या तकनीक) है। 


यदि समस्या सरल हो और व्यक्ति की पहुंच में हो, तो वह एक ही बार में शो धन किए बिना समस्त 
कलन-विधि को लिख सकता है। हमारे उदाहरणों 7. और 7.2 में ठीक यही स्थिति थी। उदाहरण 
7.4 में, हमने प्रत्येक चरण का शो धन केवल एक बार किया। उदाहरण 7.5 में, हम कुछ चरणों में 
शोधन के दूसरे स्तर तक गए। उदाहरण 7.2 में, यदि कोई व्यक्ति यह निश्चय नहीं कर सकता कि क्या 
$ > |7'| है, तो हमें इस चरण को और शोधित करना पड़ सकता है। कोई स्वाभाविक रूप से प्रश्न कर 
सकता है कि शोधन का यह प्रक्रम कब तक चलता रहेगा। यह अनिश्चित समय तक नहीं जा सकता। 
ठीक उत्तर यह होगा कि प्रक्रम तब तक चलता रहेगा, जब तक कि प्रत्येक चरण उस व्यक्ति या मशीन 
को स्पष्ट न हो जाएं, जिसे समस्या हल करने के लिए, इनको पूरा करना है। 


यदि कलन-विधि के अनुदेशों का पालन किसी व्यक्ति को करना है, तो यह निश्चय करने के लिए. 

कि शोधन प्रक्रम कहाँ तक ले जाया जाए हमें उस व्यक्ति की योग्यता और ज्ञान स्तर की जानकारी प्राप्त 

करनी होगी। उदाहरण के लिए, यदि कोई व्यक्ति जोड़ना जानता हो, परन्तु गुणा करना नहीं, तो चरण 

“ को 5 से गुणा कीजिए' उसको स्पष्ट नहीं होगा। हमें इस चरण का इस प्रकार शोधन करना होगा : 
“2 को पाँच बार जोड़िए। 

जहाँ तक व्यक्तियों का सम्बन्ध है, ऐसा कोई निश्चित और दृढ़ नियम नहीं हो सकता जो यह बता 


सके कि शोधन कहाँ तक किया जाए। परन्तु कम्प्यूटर का निर्माण कछ इस प्रकार का होता है कि उसके 
अनुदेशों को समझने की क्षमता और स्तर ज्ञात हो जाते हैं। जैसा कि हम पहले बता चुके हैं, मनुष्य किसी 
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भाषा जैसे "बेसिक” (8७८), "पास्कल' (?45९67.), “कोबोल' (2080), 'फोर्ट्रान' 

(*0९77२0५) आदि के प्रयोग से कलन-विधि का अनुवाद कर, कम्प्यूटर के साथ बातचीत करता है। 

इन भाषाओं को क्रमादेशन भाषाएँ ([#ठ्ाशाए778 /872798८०) कहते हैं। इन भिन्न-भिन्न 
क्रमादेशन भाषाओं का भिन्न-भिन्न प्रयोग स्तर होता है। एक बार जब हम उस भाषा का निश्चय कर 
लें जिसका प्रयोग उस कम्प्यूटर से बातचीत में करना है, तो हम उस भाषा की शब्दावली और व्याकरण 
के नियम ज्ञात करते हैं। फिर कलन-विधि को शो धन के उसी स्तर तक ले जाते हैं जिसमें केवल वही 
अनुदेश और रचनाएँ होती हैं जिनको वह भाषा स्वीकार करती है। उदाहरण के लिए, एक विशेष 
क्रमादेशन भाषा में 'वर्गमूल ज्ञात कीजिए' एक स्वीकृत रचना हो सकती है। अतः, 8 का वर्गमूल ज्ञात 
कीजिए, उस भाषा में एक स्वीकृत अनुदेश होगा। यदि हम किसी अन्य क्रमादेशन भाषा का प्रयोग करें 
और यदि वह भाषा ऐसे अनुदेश को स्वीकार नहीं करती, तो हमें इस चरण को और अधिक मौलिक 
प्रक्रियाओं के पदों में शोधित करना पड़ेगा। ऐसे कलन-विधि की स्थिति में जिसका पालन एक मनुष्य 
द्वारा किया जाना है, यह निश्चय करने के लिए कि कौन से कार्य मौलिक व प्रारंभिक समझे जा सकते हैं, 
हमें अपनी निर्णय योग्यता का प्रयोग करना होगा। हम अपनी कलन-विधि का उस स्तर तक शो धन 
करते रहेंगे जिसमें ऐसे ही मौलिक कार्य होंगे। उदाहरणों 7.3, 7.4, और 7.5 में वर्णन की गई दैनिक 
जीवन की समस्याओं जैसी स्थितियों में हम कलन-विधि का शोधन तब तक करते रहेंगे, जब तक कि 
इसमें केवल वही कार्य हों जो' एक साधारण 
मनुष्य समझ सकता है। 






प्रश्गावली 7.3 


]. दिखाये गए प्रवाह-संचित्र द्वारा 
प्रदर्शित कलन-विधि क्या है? 









ः व्यजन 
बताने के लिए आपके 
पास न्‍्ज सामग्री 
उपलब्ध है? 








उपलब्ध व्यंजनों में से किसी 
:एक का आदेश दी 


जब व्यंजन परोसा जाय 
तो उसे खा लीजिए 


उपलब्ध सामग्री द्वारा वह 
व्यजन व 


बनाया गया व्यंजन 
ला लीजिए 













घर वापस आ जाइए 


आकृति 7.8 
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भोजन के लिए, चावल बनाने की एक कलन-विधिं विकसित कीजिए। 
यदि कोई व्यक्ति दो संख्याओं का घटाना नहीं जानता परन्तु संख्या रेखा पर, संख्या को पहचान 
सकता है, तो ऐसे व्यक्ति के लिए, दो दी हुई संख्याओं में से छोटी संख्या ज्ञात करने के लिये 
एक कलन-विधि विकसित कीजिए 
एक प्याला काफी बनाने के लिए एक कलन-विधि विकसित कीजिए। 
एक समकोण त्रिभुज का क्षेत्रफल ज्ञात करने के लिए एक प्रवाह संचित्र बनाइए। 
हम पुस्तकालय से एक पुस्तक उधार लेना” कार्य पर एक कलन-विधि विकसित करना 
चाहते हैं। मूल कलन-विधि के निम्नलिखित प्रमुख चरण हैं : 

, पुस्तक सूची (०७४४०४००) से पुस्तक को दिया गया नम्बर ज्ञात कीजिए। 

2. निश्चय कीजिए कि क्या पुस्तकालय की शैल्फ में पुस्तक उपलब्ध है। 

3. यदि उपलब्ध हो तो पुस्तक अपने नाम पर ले लीजिए 


इन चरणों को और अधिक शोधित कीजिए। शोधित करते समय निम्नलिखित बातों को 
सम्मिलित कर लीजिए ः 
(क) यदि पुस्तक पुस्तकालय के पास नहीं है तो उसे खरीदने के लिए सिफारिश कीजिए। 
(ख) यदि पुस्तक पुस्तकालय के पास है, परन्तु इस समय उपलब्ध नहीं है, तो अपना अधिकार 
: सुरक्षित रखने के लिए, एक प्रार्थना पत्र दे दीजिए 


77. कछ और उदाहरण 
कलन-विधि विकसित करने के हम दो और उदाहरण लेंगे। 
उदाहरण 7.6 : दी हुई दो संख्याओं में से छोटी संख्या ज्ञात करने के लिए एक कलन-विधि विकसित 


कीजिए। 


हल : यह एक बहुत सरल कार्य है। हल प्राप्त करने के लिए हमारे पहले प्रयत्न से 
निम्नलखित कलन-विधि प्राप्त होगी : 
]. संख्याओं में से एक का निश्चय कीजिए और उसे 4 मान लीजिए। 
2. दसरी दी हई संख्या का निश्चय कीजिए और उसे 2 मान लीजिए। 
3. 4 - ज्ञात कीजिए और इस अन्तर को 70 मान लीजिए। 
4. यदि 70 + 0 हो, तो दी हई संख्याएँ बराबर हैं तथा अपनी प्रक्रिया यहीं 
समाप्त कर दीजिए अन्यथा चरण (5) पर आ जाइए 


375. 


376 (प्रारम्भ) गणित . 
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दी हुई संख्याओं में से एक 
लीजिए और उसे 4 से प्रकट कीजिए 


दी हुई संख्याओं में से दूसरी संख्या 
लीजिए और उसे # से प्रकट कीजिए 


4 - # ज्ञात कीजिए और इस अन्तर 
को 7 से प्रकट कीजिए 










है क्या 0 नहीं 
लिखिए "दी हुई हाँ > ८ संख्या 
पंख्याएँ बराबर हैं है? 
लिखें ' दी हुई 
सं्या 4 , # से छोटी है 


आकृति |7.9: दी हुई संख्याओं में से छोटी संख्या ज्ञात करने के लिए प्रवाह संचित्र 


लिखें "दी हुई 
संख्या 2 , 4 से छोटी है," 


विराम 


भ्क 


नए 


अर 
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5. यदि 2 धनात्मक संख्या हो, तो दी हुई दो संख्याओं में 8 छोटी है 
और अपनी प्रक्रिया यहीं समाप्त कर दीजिए। अन्यथा ,4 छोटी है 
और अपनी प्रक्रिया यहीं समाप्त कीजिए 
इस कलन-विधि का प्रत्येक चरण पर्याप्त रूप से मौलिक है और इसलिए, हमारे विचार में इसमें 
अब और शोधन की आवश्यकता नहीं है। 
हमने उपरोक्त कलन-विधि को उसके चरणों को क्रम से एक दूसरे के नीचे लिखकर प्रकट किया: 
है। हमने चरणों को पहचानने के लिए उन्हें क्रम संख्या से प्रकट किया है। वैकल्पिक रूप में हम इस 
कलन-विधि को एक प्रवाह संचित्र के रूप में लिख सकते हैं, जो आकृति 7.9 में दर्शाया गया है : 


उदाहरण 7.7 : कोई वस्तु खरीदने में सम्बद्ध कार्य कलापों (क्रियाओं) को प्रदर्शित करने के लिए एक 
प्रवाह संचित्र बनाइए। यहाँ यह मान लिया गया है कि हम वह वस्त एक विशिष्ट 
दुकान से ही खरीदेंगे जबकि हम उस दुकान पर जाएं और वह वस्त वहाँ उपलब्ध हो | 
यदि आवश्यक हो, तो हम उसीः दुकान पर पुनः आने का निश्चय भी कर सकते हैं। 
हल : , इस संबंध्र में निम्नलिखित कार्यकलाप सम्बद्ध हैं; किस वस्तु को खरीदना है उसका 
निश्चय करना, उसके मूल्य का अनुमान लगाना, दुकान पर जाते समय अपने साथ 
पर्याप्त धन ले जाना, और यह ध्यान में रखना कि यदि वह वस्तु हमारे जाने के समय 
दुकान पर उपलब्ध न हो या यदि मूल्य इतना बढ़ गया हो कि हमारे पास धन कम पड़ 
जाए तो हमें वापस आना पड़ सकता है। इसके लिए प्राप्त एक प्रवाह संचित्र को ' 
आकृति 7.0 में दिखाया गया है। 







निश्चित कीजिए कि कौन सी 
वस्त्‌ खरीदी है 
अपने अनुभव से व किसी अन्य अनुभवी व्यक्ति से 
पूछ कर, वस्तु के मूल्य का अनुमान लगाइए 


अनुमानित मूल्य से कुछ अधिक धन 
अपने साथ ले जाइए 
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- हाँ क्या दुकान पर नहीं 
आपकी अभीष्ट 
कया वस्तु का 
भूल्य आपके पास के धने इसकी लगभग तिथि पूछ्िए 
से कि है? की कि अभीष्ट वस्तु का नया 
नहीं स्टॉक कब आयेगा? 
इस इरादे के साथ घर खरीद लीजिए यह इरादा रखकर घर 
वापस आ जाइए कि वापिस आ जाइए कि जब 
घर बापस ः 
अगले दित पर्याप्त धन आ जाइए स्टॉक आ जायेगा तब ले 
लेकर फिर आयेंगे ' जायेंगे। 


आकृति 7.0 : एक वस्तु खरीदने से संबद्ध प्रवाह संचिश्र 


प्रश्नावली 7.4 


!. एकव्यक्ति का अपने चाचा जी के घर जाने और फिर वापस घर लौट आने का विचार है। 
उसका स्कूटर पर जाने और स्कूटर से ही वापस आने की योजना है। उसके रास्ते में एक 
पेट्रोल पम्प है। उस व्यक्ति का यह नियम है : यदि उसका स्कूटर आरक्षित (65८४८) 
पेट्रोल के स्तर पर आ गया है, या पेट्रोल पम्प से उसका अगला रुकने का स्थान 5 किमी 
से अधिक दर है तो वह पेट्रोल पम्प से 5 लीटर पेट्रोल लेता है। उसकी प्रस्तावित यात्रा में 
किये जाने वाले कार्यकलापों का एक प्रवाह-संचित्र बनाइए। 
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43, ह । 


आकृति 7.] का प्रवाह संचित्र क्या दिखाता है? 










। तीन संख्याएं ७ & ८ लीजिए 














है हि रे हि रे हो 
क्या 29 ८ है? क्या ८ > £ है? लत क्या 6 >८ है? 
“दही 
हाँ हि 
[ # लिखिए 


: आकृति 7.8 


तीन दीं हुई संख्याओं में सबसे छोटी संख्या ज्ञात करने के लिए एक कलन-विधि विकसित 


' कीजिए। 


. 


5. 


$, 


एक समकोण त्रिभुज, जिसकी दो भुजाओं की लम्बाइयां दी हुई हों, के कर्ण की लम्बाई 
ज्ञात करने के लिए एक प्रवाह संचित्र बनाइए। 

एक विद्यार्थी द्वारा तीन विषयों में प्राप्त किए गए अंकों का औसत और उसके द्वारा प्राप्त 
श्रेणी ज्ञात करने के लिए प्रवाह संचित्र बनाइए। (उसकी श्रेणी निर्धारित करने के लिए, 
सामान्य रूप से प्रयोग किए जाने वाले अंक-विभाजन की कल्पना कीजिए।) 

प्रातः घर से स्कूल जाने की तैयारी करने की एक कलन-विधि विकसित कीजिए। 
साकेट (30०८०) में से खराब हो गए बल्ब के स्थान पर एक नया बल्ब लगाने के लिए हम 
एक कलन-विधि विकसित करना चाहते हैं। हमारी प्रारंभिक कलन-विधि निम्न है : 


: (0) पुराने बल्ब को साकेट में से निकालिए। 


(2) उसी साकेट में एक नया बल्ब लगाइए। 
इस कलन-विधि का चरणशः शोधन कीजिए। 


अपने भोजन के लिए एक चपाती बनाने की एक कलन विधि विकसित कीजिए। 


अध्याय ॥& ' । 8 कह ; मरा 
' सांख्यिकी 


8.। भूमिका 


अपने दैनिक जीवन में हमें विज्ञापनों, समाचार पत्रों, पत्रिकाओं और अन्य स्थानों में संख्यात्मक आँकड़ों 
से सामना होता रहता है। ये आँकड़े निवहि-व्यय, क्रिकेट के औसत ब्यौरे, कंपनियों के लाभ/हानि के 
ब्यौरे, नगयों के तापमान, पंचवर्षीय योजना के भिन्‍न-भिन्‍त क्षेत्रों के व्यय आदि से संबंधित होते हैं। 
उदाहरण के लिए यदि आप किसी समाचार पत्र को पढ़ें तो उसमें आपकी मौसम की रिपोर्ट देखने को मिल 
सकती है जिसमें भारत के प्रमुख नगरों के अधिकतम-निम्नतम तापमान और वर्षा से संबंधित आँकड़े 
दिए होते हैं। 

हमारा वर्तमान समाज अनिवार्य रूप से सूचना अभिविन्यस्त (॥ि7क्षांणा-0०ंधा०१) हो गया 
है। किसी न किसी रूप में जीवन के प्रत्येक कार्यकलाप में संख्यात्मक आँकड़ों का प्रयोग होता रहता है। 
अतः इन आँकड़ों से उपयोगी सूचना प्राप्त करने की विधि को जानना आवश्यक हो गया है। सांख्यिकी ' 
(४४098॥03) वह विज्ञान है जो इस कार्य में हमारी सहायता करता है। 

अंग्रेजी में सांख्यिकी को स्टेटिस्टिक्स (४४॥9709) कहते हैं। ऐसा जान पड़ता है कि शब्द 
'स्टेटिस्टिक्स' की उत्पत्ति लैटिन भाषा के शब्द स्टेटस (४89) से हुई है जिसका अर्थ है ''एक 
(राजनैतिक) राज्य ”। शुरू-शुरू में सांख्यिकी कोजीवन के विभिन्‍न पहलुओं से संबंधित उन संख्यात्मक 
आँकड़ों से एकत्रित करने में किया जाता था जो कि राज्य के लिये उपयोगी हों। समय के साथ श्ष्ताथ 
इसका क्षेत्र भी बढ़ता गया। इसमें आँकड़ों को सार्रणयों और संचिन्रों के रूप में एकन्रित करना भी 
शामिल हो गया। उन्‍नीसवीं शताब्दी के अंत तक सांख्यिकी का संबंध न केवल आंकड़ों के एकत्रीकरण 
और प्रस्तृतीकरण से ही रह गया था बल्कि इसके अंतर्गत आँकड़ों से निष्कर्ष निकालना और उनका 
विवेचन करता भी शामिल हो गया। 


8.2 सांख्यिकी और सांख्यिकीय आंकड़े 


सांख्यिकी,जीवन के प्रत्येक क्षेत्र में, एक महत्वपूर्ण भूमिका निभाती है और वैज्ञानिक अनुसंधान के 
प्रत्येक क्षेत्र में बड़ी ही उपयोगी सिद्ध हुई है। सांख्यिकी एक विज्ञान है। जिसका संबंध, संख्यात्मक 
आँकड़ों के संग्रह, उनके प्रस्तुतीकरण और उन से निष्कर्ष निकालने की प्रक्रिया से है। 
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सांख्यिकीय आँकड़ों से अभिप्राय उन संख्यात्मक तथ्यों अथवा प्रेक्षणों से है, जिनका संग्रह किसी 
पूर्व निर्धारित उद्देश्य को दृष्टि में रख कर किया जाए। उदाहरण के लिए, किसी देश की जनसंख्या 
सम्बन्धी आँकड़े, पुरुषों-स्त्रियों की संख्या, किसी नगर के व्यक्तियों की आय-ब्यय के आँकड़े, इत्यादि। 
संख्यात्मक तथ्यों के कुछ भौतिक अभिलक्षण निम्नलिखित हैं: 
!. सांख्यिकीय आँकड़े परिमाणात्मक रूप में व्यक्त किए जाते हैं न कि गुणात्मक रूप में। 
2, 2 आँकड़े प्रेक्षणों का समूह होता है। केवल एक प्रेक्षण से सांख्यिकीय आंकड़े प्राप्त नहीं 
ते। 
3. सांड्यिकीय आँकड़ें किसी पूर्व निर्धारित उद्देश्य से एकन्नित किए जाते हैं। 


4. किसी प्रयोग से प्राप्त आँकड़ों की तुलना * की जा सकती है और उन्हें विभिन्‍न वर्गों में बाँठा जा 
सकता है। 


सांख्यिकीय आँकड़े दो प्रकार के होते हैं। यदि कोई अनसन्धानकर्ता किसी उद्देश्य या योजना को ध्यान 
में रखकर स्वयं आँकड़ों का संग्रह करता है, तो इन आँकड़ों को प्राथमिक आँकड़े (07097 688) कहते 
हैं। इसलिए ये आँकड़े बहुत्त अधिक विश्वसनीय और प्रासंगिक होते हैं। किन्तु, समय, धन या अन्य 
साधनों के अभाव में, अनुसन्धानकर्ता के लिए, प्राथमिक आँकड़े संग्रह करना सदा सम्भव नहीं होता। 
अनेक बार वह, किसी अन्य व्यक्ति द्वारा संग्रह किये गए आँकड़ों का प्रयोग करता है। ये आँकड़े सरकार 
द्वारा प्रकाशित रिपोर्ट, उसके द्वारा संग्रह किये गए अधिकृत आँकड़ों, इत्यादि के रूप में उपलब्ध होते हैं 
क्योंकि वही आँकड़े भिन्‍न-भिन्‍न उद्देश्यों की पूर्ति में सहायक हो सकते हैं; इसी लिए यह सम्भव है कि 
एक व्यक्ति द्वारा संग्रह किये गए आँकड़े, दूसरा व्यक्ति अपने अनुसंधान के लिए प्रयोग कर ले। ऐसे 
आँकड़ों को जो एक व्यक्ति द्वारा किसी अन्य उद्देश्य से संग्रह किये गए हों और जो एक अनुसंधान कर्ता 
अपने अनुसंधान में प्रयोग कर ले, गौण आँकड़े (३०८०॥१४79 ०४9) कहते हैं। गौण आँकड़ों को बड़ी 
सावधानी से प्रयोग करना होता है क्योंकि इन्हें प्रयोगकर्ता के उद्देश्य से भिन्‍न उद्देश्य से संग्रह किया गया 
होता है और इस लिए कुछ सूचनाएँ छूट सकती है या ये भी हो सकता है कि पूर्ण रूप से वे वर्तमान 
अनुसंधान के उपयुक्त न हों। 
8.3 आँकड़ों का प्रस्तुतीकरण 


आँकड़ों को संग्रह करने का काम पूरा होते ही अन्वेषक उनके प्रमुख लक्षणों का अध्ययन करने के लिए, 
ऐसी उपयुक्त विधियों का पता लगाता है जिनसे आँकड़ों को सारणी रूप में रखा जा सके। आँकड़ों को 
सारणी रूप में रखने की प्रक्रिया को आँकड़ों का प्रस्तुतीकरण ([#०5७॥४॥०॥ ० 049) कहते हैं। 


* तुलनीयता से हमारा अभिप्राय यह है कि यदि किसी प्रयोग को बार-बार किया जाए तो प्रत्येक बार एकत्रित किए गए 
आँकड़ों की तुलना की जा सकती है। 
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मान लीजिए, एक सकल में कक्षा 9 के एक सेक्शन में 30 विद्यार्थी हैं; और एक परीक्षण में, कल 50 
अंकों में से उन्होंने इस प्रकार अंक प्राप्त किये: ह 
25, 20, 6, 8, 30, 35, 40, 6, 20, 8, 25, 30,46, 40, 30, 5, 0, 25, 8, 20, 30, 25, 44, 
28, 35, 30, 25, 25, 20, 30 
इस रूप में दिये गए आंकड़ों को अपरिष्कृत (89) या अवर्गीकृत (एा8700960) आंकड़े कहते 
हैं। , 
अब मान लीजिए हम इस कक्षा के विद्यार्थियों की उपलब्धि सार मालूम करना हैं। अपरिष्कृत 
आँकड़ों से कक्षा के बारे में कोई स्पष्ट चित्र प्राप्त नहीं होता। यदि हम इन्हें आरोही या अवरोही क्रम में 
रखें तो कुछ अच्छा चित्र प्राप्त होगा। आरोही क्रम में, आँकड़े इस प्रकार दिखाई देंगे : 
5, 0, 6, 6, 8, 8, 8, 20, 20, 20, 20, 25, 25, 25, 25, 25, 25, 28, 30, 30, 30, 
30, 30, 30, 35, 35, 40, 40, 44, 46 
इस रूप में रखे गये आँकड़ों को सारणी बद्ध आँकड़े (॥799०0 0888) कहते हैं। आँकड़ों को इस 
रूप में प्रस्तुत करना, एक थकाने वाला काम है और समय भी अधिक लेता है, विशेषतः तब जबकि 
किसी प्रयोग से प्राप्त आँकड़ों की संख्या काफी हो। इन्हें स्पष्ट और सुगमता से समझने योग्य बनाने के 
लिए, हम इन आँकड़ों को इस प्रकार सारणी रूप में रखे सकते हैं। 


अंक विद्यार्थियों की संख्या 
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ऊपर की सारणी में, प्रत्येक अंक के सम्मुख, उन विद्यार्थियों की संख्या है जिन्होंने वे अंक प्राप्त किये हैं 
उदाहरण के लिए, 6 विद्यार्थियों ने 25 अंक प्राप्त किये; तीन ने 8 अंक प्राप्त किए इत्यादि। उस राशि 
को जिसे हम अलग-अलग प्रेक्षणों में मापते हैं, विचर (५७78८) कहते हैं। ऊपर के उदाहरण में परीक्षा 
में प्राप्त अंक विचर है और अंक विशेष प्राप्त करने वाली संख्या विचर की बारबारता है। इस तरह ऊपर 
दी गई सारणी को अवर्गीकृत आँकड़ों की बारंबारता बंटन सारणी कहा जाता है। 

आंकड़ों को आरोही या अवरोही क्रम में रखना एक थकाने वाला काम है और इससे आंकड़ों के अधिकतम 
मान और निम्नतम मान के अतिरिक्त कोई अन्य विशेष तथ्य प्राप्त नहीं होता। इसलिए, आंकड़ों के कछ 
मुख्य लक्षणों को मालूम करने के लिए, हम आंकड़ों के प्रस्तुतीकरण को अधिक सरल बनाते हैं और हम 
उन्हें वर्गों (४700७) में रखते हैं। आंकड़ों को इस रूप में प्रस्तुत करने से, हम उसके कछ मख्य लक्षणों का 
पता देखकर ही लगा सकते हैं। परंत इस प्रस्ततीकरण में एक कमी भी है। इसमें प्रत्येक वर्ग की 
बारंबारता को उस वर्ग के मध्य बिन्दु पर, की बारंबारता माना जाता है! 

ऊपर के आंकड़ों को हम वर्गों में इस प्रकार प्रस्तुत कर सकते हैं। 


अंक विद्यार्थियों की संख्या 
(बारंबारता) 

]--5$ ] 
6--0 ] 
]--5 0 
6--20 9 
2--25 6 
26--30 प्र 
3--35 2 
36--40 2 
4]--45 ] 
46-50 ] 
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इसे वर्गीकृत आंकड़ों की बारंबारता बंटन सारणी या केवल बारबारता सारणी कहते हैं। आंकड़ों 
के प्रस्तुतिकरण की यह विधि, पहले की विधियों की अपेक्षा अधिकै उत्तम विधि है, क्योंकि, इसे केवल 
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देखकर ही यह-निष्कर्ष निकाल,सकते हैं कि अधिकांश तिद्याथियों, ने] 6-30 के:परिसर (4782) में अंक 
प्राप्त किए हैं। दसरे शब्दों में, विद्यार्थियों का यह वर्ग एक औसत वर्ग है। 
ऊपर दी गई सारणी में विभिन्‍न वर्ग अंतरालों (0७४85 ७४४) की तिम्य सीमा (]0ए७ कण) 

और उपरि सीमा (790० ॥7) के बीच अंक प्राप्त करने वाले विद्यार्थियों की संख्या दी गई है। पहले 
वर्ग अंतराल की निम्त सीमा ] है और उपरि सीमा 5 है। उन विद्यार्थियों, जिनके प्राप्त अंक इस वर्ग 
अंतराल में आते हैं, अर्थात्‌ ] से 5 तक हैं, की संख्या ] है। इसी प्रकार 6 से 20 तक अंक प्राप्त करने वाले 
विद्यार्थियों की संख्या 9 है। 

ऊपर दी गई सारणी में, बर्ग अंतराल अनतिव्यापी (॥00-0ए७27/7) हैं। इस उदाहरण में कोई 
भिन्‍नात्मक अंक नहीं हैं। किंतु यदि हमें लंबाई या भार मापना हो तो मीटर या किलोग्राम के भिन्‍नात्मक 
मान भी हो सकते हैं। अतः हमें वर्ग अंतरालों को सतत (००॥४॥४०४४) बनाना होगा। वर्ग की उपरि 
सीमा और अगले वर्ग की निम्न सीमा के बीच की संख्या उस वर्ग की वास्तविक उंपरि सीमा और अगले 
बर्ग की वास्तविक निम्न सीमा होती है। इस प्रकार, ऊपर की सारणी में, पहले वर्ग अंतराल की 
वास्तविक निम्न और वास्तविक उपरि सीमाएं क्रमशः 0.5 और 5.5 है। इसी प्रकार दूसरे वर्ग अंतराल 
की वास्तविक सीमाएं क्रमशः 5.5 और 0.5 हैं, इत्यादि। किसी वर्ग अंतराल की वास्तविक उपपरि सीमा 
और वास्तविक निम्न सीमा के अन्तर को उस वर्ग अंतराल का आमाप (४26) कहते हैं। ऊपर के 
उदाहरण में, पहले वर्ग अंतराल का आमाप 5.5-.-.0.5 अर्थात्‌ 5 है। किसी वर्ग विशेष के मध्य मान को 
उस वर्ग का वर्ग चिह्न (०७४७४ 7७7) कहते हैं। इस प्रकार 


गा मल उपरि वर्ग सीमा + निम्त वर्ग सीमा 
वास्तविक उरपरि सीमा + वास्तविक निम्न सीमा 
2 
ऊपर दिए गए बंटन के वर्ग चिह्न : 3,8,3... हैं। अब प्रश्न यह उठता है कि दिए गए असंसाधित 

आंकड़ों (89४ 089) से वर्ग कैसे बनाएं। व्यावहारिक ज्ञान से यह स्पष्ट है कि वर्ग बनाते समय निम्न 
बातों का ध्यान रखना चाहिए: 
, वर्ग अनतिष्यापी हों। 
, वर्गों के बीच कोई रिक्ति न हो। 
. जहां तक संभव हो, सब बर्ग एक ही आमाप के हों। 
. जहां तक संभव हो, विवृतांत वर्ग (0000 ७३0 ०४७७) (जैसे 2 से कम, 5 से अधिक) नहीं 

बनाते चाहियें। 
, प्रत्येक वर्ग की सीमाएं इस प्रकार चनें कि यह ज्ञात करने में अनिश्चितता न हो कि कोई 

दिया हुआ मान किस बर्ग का है। 


जे (0 >> ७+ 
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चरण ]: 


अरण 2: 


चरण 3: 


चरण 4: 


चरण 5: 


चरण 6: 
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' आंकड़ों से विचर (७7886) के निम्नतम और अधिकतम मान ज्ञात करते हैं। ऊपर के 


उदाहरण में ये मान 0 और 50 हैं। 


कितने वर्ग बनाने हैं, फिर इसका निर्णय लेते हैं। इसके लिए कोई विशेष नियम नहीं है, 
परंतु प्रायः वर्गों की संख्या 5 और 5 के बीच रखते हैं। ऊपर के उदाहरण में यह संख्या 
0 है। 


वर्ग अंतराल प्राप्त करने के लिए हम अधिकतम मान-निम्नतम मान' के अंतर को वर्गों 
की निश्चित संख्या से भाग देते हैं। इस भागफल से वर्ग आमाप का एक लगभग मान 
प्राप्त होता है और हम इस मान के निकट एक सुविधाजनक संख्या को वर्ग का आमाप 
मान लेते हैं। ऊपर के उदाहरण में, यह आमाप 50 + 0 अर्थात्‌ 5 है। 


टिप्पणी :आंकड़ों में अधिकतम मान और निम्नतम मान के अंतर को परिसर (7७726) 
कहते हैं। 


यह पुष्टि करनी चाहिये कि अधिकतम मान और निम्नतम मान सम्मिलित करने वाले 
वर्ग हमने बना लिए हैं। ऊपर के उदाहरण में निम्नतम मान | है जो वर्ग -5 में 
सम्मिलित है और अधिकतम मान 46 है जो वर्ग 46-50 में सम्मिलित है। 


आंकड़ों में से प्रत्येक संख्या को एक-एक करके लेते हैं और जिस वर्ग में वह संख्या होनी 
चाहिये, उसके सामने एक मिलान चिह्न लगाते है। गणना में सुविधा के लिए हम 
मिलान चिहनों को पांच पांच के समूहों में लेते हैं। जहां पांचवां मिलान चिह्न, अन्य 
चारों को कर्णवत्‌ काटता है। उदाहरण के लिए ॥॥॥ ||] 5 8 

गणना करके, हम प्रत्येक वर्ग के मिलान चिहनों की संख्या ज्ञात करते हैं और यही उस 
वर्ग की बारंबारता होती है। स्पष्ट है कि सभी बारंबारताओं का जोड़ वही होगा जो कि 
कल आबबड़ों की संख्या है। अन्त में, प्राप्त बारंबारता बंटन सारणी को एक उपयुक्त 
शीर्षक देना चाहिये जिससे कि इस शीर्षक से ठीक संकेत मिल जाए कि यह सारणी किस 
बारे में है। निम्न उदाहरणों द्वारा यह प्रक्रिया और स्पष्ट हो जाएगी। 


उदाहरण 8. : एक उप-नगरी के 30 घरों के पानी के बिल (रुपयों में) नीचे दिये हैं। वर्ग आमाप 0 
लेकर एक बारंबारता बंटन सारणी बनाइए। 


30, 32, 45, 54, 74, 78, 08, 2, 66, 76, 88, 40, 4, 20, 5, 35, 44, 
66, 75, 84, 95, 96, 02, 0, 88, 74, 2, 4, 34, 44 


386 . अणिक 
हल : यहां निम्नतम संख्या 4 है और अधिकतम संख्या | हैं। उमेकी अर्विरे (2 -- 4 - 98 है। 
.-क्ग्नोंकि 98 + 0 - 9.8, अतः हम 0 आमाप के [0 वर्ग बनाएंगे। रा 
यदि अधिकतम संख्या !2 को सम्मिलित करने के लिए, अंतिम वर्ग की.उपरि सीमा !2 लें तो 
पहले वर्ग की उपरि सीमा 22 रखनी होगी। (क्यों?) ह 
ऊपर के तथ्यों को ध्यान में रखते हुए, हम बारबारता बंटन सारणी की रचना इस प्रकार करते हैं: 


30 घरों के पानी के बिलों की बारबारता (बंटन) सारणी 


बिल (रुपयों में) मिलान चिन्ह, बारंबारता 


3--22 || 
23-32 | 

33--42 ॥| 
43-52 ॥| 
53--62 | 

63--72 [ 
73-82 ॥॥ 
83-92 || 
93--02 ॥ 
03---2 || 
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यदि किसी वर्ग विशेष की बारबारता और उससे पूर्व के सभी वर्गों की बारंबारता का योगा 
करें तो प्राप्त योग फल को उस वर्ग विशेष की संचयी बारंबारता (०पर॥08४ए९ 7०१७००7०ए) कहते 
हैं। संचयी बारंबारता के परिकलन के लिए वर्गों को आरोही क्रम में लिखना चाहिये। उस सारणी को जो 
यह प्रकट करे कि प्रत्येक वर्ग की संचयी बारंबारता क्या है, संचयी बारंबारता (बंटन) सारणी कहते 
हैं। उदाहरण 8.] में दिये गए आंकड़ों की संचयी बारंबारता सारणी इस प्रंकार है। 


साख्यिकी | 387 


. -- ५ - ४0 झड़ोंकेप्रानी के जिलों,की संचयी बाइंबाउताउबूंदन सारणी... , /सबए : कद 


| वे हे कलम अत अर मम शव हल >_ ली कल मंद 8.5 3.9: 20-08. 2 आफ, 0 20+ ली जी मील अकसर हर 25: ) सी: 47, ० मय क जल ॥ अमन लिदए २ ७० 2,६०0 /-2, 0 आज डओ ५ बढ 3 ४5 हल हि] [| 
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बिल '.«. “ बारंबारता ७, '*- ' संचयी बारंबारता  « ६४7 ना 
(रुपयों में) हा ् ' 
3--22 . 4 4 

23-32. 2. 6 (5 2+ 4) 

33--42 3 9 (5 3+2+4) 

43-52 3 82 (3+3+2+4) 

53--62 ]. 3 ( 5+3+3+2+4) 

63-72 2 5 (5 2+]+3+3+2*4) 

73-82 5 20 (5 5+2++3+3+2+4) 

83-92 3 23 (5 3+5+2++3+3+2+4) 

93---02 3 26 (5 3+3+5+2++3+3+2+4) 
03---42 4 30 (€£ 4+3+3+5+2++3+3+2+4) 





हम पाते हैं कि अंतिम वर्ग की संचयी बारंबारता या तो बारंबारताओं की कुल संख्या होती है या 
असंसाधित आंकड़ों में प्रेक्षणों की कल संख्या होती है। 


उठाहरण 8.2 : एक बंटन के वर्ग चिह्न हैं: 04, 4, 24, 34, 44, 54 और 64 
, वर्ग आमाप और वर्ग सीमाएं ज्ञात कीजिए। 


हल: वर्ग आमाप, दो क्रमागत वर्गों के वर्ग चिन्हों का अंतर होता है। इसलिए 
वर्ग आमाप 5 4--04 5 0 
अब हमें दिए गए मध्य बिन्दुओं 04, 4, 24, 34, 44, 54, 64 से आमाप ॥0 के वर्ग 
बनाने हैं। | 


पहले वर्ग की सीमाएं हैं. : 
04 ठ , 04 + ऊ. , अर्थात्‌ 99, 09। इसी प्रकार, अन्य वर्गों की सीमाएं ज्ञात करते हैं। हमें 
निम्नलिखित वर्ग सीमाएं प्राप्त होती हैं। 


99, 09; 09, 9; 9, 29; 29, 39; 39, 49; 49, 59; 59, 69 
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६, * !%+ |; प्रश्नावली 48.] 2 शा 7 उप हक 


, 'सांख्यिकी' और 'सांख्यिकीय आंकड़े' से आप क्‍या समझते हैं। 
2. सांख्यिकी के कुछ मौलिक अभिलक्षणों का वर्णन कीजिए। 
, परिभाषित कीजिए। () प्राथमिक आंकड़े (॥) गौण आंकड़े। 
इन दोनों में से कौन से-प्राथमिक आंकड़े या गौण आंकड़े अधिक विश्वसनीय होते हैं, और 
क्यों? 
. हम आंकड़ों का वर्गीकरण क्यों करते. हैं? 
.» निम्नलिखित शब्दों के अर्थ की व्याख्या कीजिए : 
() विचर. (0) वर्ग-अंतराल (70 वर्ग-आभाष (9) वर्ग चिह्न 
(९) वर्ग बारंबारता. (शं) वर्ग संचयी बारंबारता. (शां) वर्ग सीमाएं 
(शा) वास्तविक वर्ग सीसाएं 
, मौसम विभाग के अनुसार दिल्‍ली में, अगस्त 974 में अधिकतम तापमान (सेलसिथस 
डिग्री में) और सापेक्ष आर्द्रता (प्रतिशत में) के आंकड़े नीचे दिए गये हैं। 
प्रत्येक के लिए, एक बारंबारता सारणी बनाइए। 
अधिकतम तापमान (सेलसियस डिग्री में) 


32.5, 30.3, 33,8, 3.0, 28.6, 33.9, 33.3, 32.4, 30.4, 32,6, 34.7, 34.9, 
3].6, 35,2, 35.3, 33.5, 36,4, 36,6, 37.0, 34.3, 32.5, 3.4, 34.4, 35.6 
37.3, 37.5, 36.9, 37.0, 36,3, 36.9, 36.7 


सापेक्ष आद्रता (७४078 ॥्रणशंधाए) (प्रतिशत में); 

90, 97, 92, 95, 93, 95, 93, 85, 83 , 85, 83, 77, 83, 77, 74, 60, 7, 65 
74, 80, 87, 82, 8, 76, 6, 63, 58, 58, 56, 57, 54 

. कक्षा 9 के, 50 विद्यार्थियों द्वारा, हिन्दी की परीक्षा में प्राप्त अंक नीचे दिये हैं। 

इन आंकड़ों से, संचयी बारंबारता सारणी बनाइए। 


42, 2], 5, 37, 42, 37, 38, 42, 49, 52, 38, 53, 57, 47, 29, 59, 6, 33, 

7, 7, 39, 44, 42, 39, 4 , 7, 27, 9, 54, 5, 39, 43, 42, .6, 37, 67, 

62, 39, 5], 53, 4], 53, 59, 37, 27, 33, 34, 42,22, 3 

प हा में से, यादृच्छिक (700077) रूप से चुने गए 40 संतरों के भार (ग्रामों में) नीचे 
| 


साख्यिकी 


45, 35, 30, 40, 75, 00, 40, 60, 65, 40, 00, 75, 70, 60, 70, 95, 85, 


80, 35, 45, 40, 50, 60, 65, 55, 45, 30, 90, 85, 75, 85, 75, 70, 0, 
00, 80, 70, 55, 30, 70 


एक संचयी बारंबारता (बंटन) सारणी बनाइए। 


9, अवधि 5.3.987 से 4.5.987 के लिए, एक उपनगरी के 25 घरों के बिजली के बिल 
(रुपयों में) नीचे दिये हैं : 
50, 44, 0, 8, 5, 8, 56, 30, 22, 30, 24, 5, 2, 27, 42, 45, 25, 24, 20, 
22, 4, 6, 25, 36, 47 


आंकड़ों को आरोही क्रम में व्यवस्थित कीजिए और एक बारंबोरता सारणी और संचयी 
बारंबारता सारणी बनाइए। 


0. एक वर्ष विशेष में, हिमाचल प्रदेश के प्राथमिक स्कूल के अध्यापकों की आयु (वर्षों में) का 
बंटन नीचे दिया गया है। 


आयु (वर्षों में) अध्यापकों की संख्या 
6--20 । ]] 
2]--25..' । 32 

26--30 5] 

3--35 49 

36-40 27 

4--45 6 

46---50 4 


(0) पहले वर्ग अंतराल की निम्न सीमा लिखिए। 

0) चौथे वर्ग अंतराल की वर्ग सीमाएं ज्ञात कीजिए। 
(7) सातवें वर्ग अंतराल का वर्ग चिह्न ज्ञात कीजिए। 
(9) वर्ग आमाप ज्ञात कीजिए। 

(५) एक संचयी बारंबारता सारणी बनाइए। 
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[.. नीचे एक संचगी ब्लाइंब्ारता बंटन सारणी वी।डाईहै।ज़ोभीएछले.60 दिनों में, एक पोस्ट 
आफिस द्वारा प्राप्त पैकटों की संख्या और उनकी बारंबारता प्रकट करती-है। 








पैकटों की संख्या 60 दिनों में कितनी बार प्राप्त 
0 से कम ...॥7 
20 से कम 22 
30 से कम 29 
40 से कम 37 
50 से कम 50 
60 से कम 60 


इससे, बारंबारता सारणी बनाइए। 


2. एक बंटन के वर्ग चिहन हैं : 
47, 52, 57, 62, 67, 72, 77, 82, 87, 92, 97, 02 


वर्ग माप, वर्ग सीमाएं, वास्तविक वर्ग सीमाएं ज्ञात कीजिए। 


8.4 सांख्यिकीय आँकड़ों का आलेखी निरूपण 


पिछले परिच्छेद में हमने दिए हुए आँकड़ों को सारणिक रूप में व्यवस्थित करना सीखा है। आँकड़ों को 
चित्रों द्वारा निरूपित करने पर हमें बेहतर संदर्श प्राप्त हो सकते हैं, क्योंकि आकर्षक ढंग से बनाए गए 
चित्र या आलेख अपत्ती ओर आकर्षित करते हैं और साथ ही जटिल आँकड़े सुबोध लगने लगते हैं। हम 
एक विशेष प्रकार के आलेख अर्थात्‌ दंड आलेख (90 ?872]॥) से पहले परिचित हो चुके हैं जिसका प्रयोग 
हमने संख्यात्मक आँकड़ों को निरूपित करने में किया है। 


इस परिच्छेद में हम बारंबारता बंटन के कुछ महत्वपूर्ण प्रकार के आलेख का अध्ययन करेंगे। 
इनमें से एक आलेख आयत-चित्र (॥80/भा॥) है। आयत-चित्र अथवा बारंबारता आयतं-चित्र 
बारंबारता बंटन का एक आलेख होता है। आइए किसी संगठन के 245 श्रमिकों की मासिक मज॒दरी के 
निम्नलिखित बारंबारता बंटन पर विचार करें। 


39] 














४ ४ 9 पी ठ4बअमिकों की मासिक मजदरी की बारबारता बंटन हि 
मासिक मजदरी श्रमिकों की संख्या 

325-350 30 

350-375 45 

३375-400 ह 75. 

400-425 60 

425-450 35 है 
कलजोड़ “ 245 


ऊपर दिये गए बारंबारता बंटत का आयत-चित्र हम निम्न चरणों में बनाएंगे। 


चरण  : उपयुक्त पैमाना (8०४८) लेकर, हम वर्ग सीमाओं को >- अक्ष पर निरूपित करेंगे। 
चरण 2 : उपयुक्त पैमाना लेकर, हम )- अक्ष पर, बारंबारता को निरूपित करेंगे। 
चरण 3 :फिर हम वर्ग अंतरालों को आधार तथा संगत बारंबारताओं को ऊँचाइयाँ लेते हुए आथतो की 
रचनां करेंगे। 
यह आवश्यक नहीं कि दोनों अक्षों पर एक ही पैसाना हो। हम दोनों अक्षों पर भिन्‍न-भिन्‍न पैमावा 
भी ले सकते हैं। पैमाने का चुनाव हम आँकड़ों के प्रकार और अपनी सुविधा के अनुसार कर हैं। 
ऊपर दिये गए, शरमकं, के मासिक मजदूरी के बारंबारता बंटन का आयत-चित्र नीचे दिया गया 


है। | 





मासिक मजदूरी (रुपयों में) “एप. 
आकृति 8. : 245 श्रमिकों के मासिक मजदूरी के बारंबारता बटन का आयत “वि 
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ञध्ा 


पक 22 अक्ष पर पैमाने की पहली सेख्यों 325 हैं इंसलिएं, #- अक्षे परे, मूल बिन्दे के निकंट एक कक 
भंग (॥) दिसी देते हैं, जिससे यह पते। चले जाएं कि आयत-चिंत्र रे ऐसे पैमाने से खींचा गया है, जो 325... 
से प्रारम्भ होता है, न कि मल बिन्दु से। 

यदि आवश्यक हो, तो हम यही प्रक्रिया »- अक्ष पर भी लागू कर सकते हैं। 


टिप्पणी :ऊपर के उदाहरण में, वर्ग अंतराल सतत हैं। यदि किसी उदाहरण में वर्ग अंतराल सतत न हों, 
तो इन्हें सतत बना लेना चाहिये, और फिर आयत-चित्र की रचना करनी चाहिये। 


8.5 बारंबारता बहभूज 


आयत-चित्र में, प्रत्येक दो क्रमागत आयतों की ऊपरी भुजाओं के मध्य बिन्दुओं को एक रेखाखण्ड द्वारा 
मिलाने से जो आकृति हमें प्राप्त होती है उसे हम बारंबारता बहुभुज (#०५४०१८५ 909९०॥) कहते हैं। 

बहभज को परा करने के लिए, प्रत्येक सिरे पर, शून्य बारंबारता के, एक अतिरिक्त बर्ग अंतराल 
की कल्पना कीजिए*। आयत-चित्र के पहले आयत की ऊपरी भुजा के मध्य बिन्दु को, उसके पूर्व कल्पित 
वर्ग अंतराल के मध्य बिन्दु से, एक रेखाखण्ड द्वारा मिला दीजिए। इसी प्रकार, आयत चित्र के अन्तिम 
आयत के ऊपरी भुजा के मध्य बिन्दु को, आगे के कल्पित वर्ग अंतराल के मध्य बिन्दु से एक रेखाखण्ड 
द्वारा मिला दीजिए। ध्यान दीजिए कि इस प्रकार, बारंबारता बहुभुज का क्षेत्रफल वही होगा जो उसके 
संगत आयत-चित्र का है। 





+ 
४ 
जैट: 350. औआ5ई 400 #2४8 . +*5 


मासिक मजदूरी (रुपयों में) 
आकृति 8.2 बारंबारता बहुभुज जो 245 श्रमिको की मासिक मजदूरी प्रदाशित करती है। 


'ज पक अक सके भुककबा 2 अा अर 





* ऐसी स्थितियां भी हो सकती हैं जिनमे कल्पित वर्ग अंतराल सम्भव न हो। उदाहरण के लिए, विद्यार्थियों द्वारा प्राप्त अंको 
की स्थिति में, दोनों सिरों पर, हम न तो 0 से कम अंको की.कलपना कर सकते हैं और न ही अधिकतम अंक से आगे अकों 
की। ऐसी स्थितियों में, आकृति 8.3 (#) के अनुसार बहभज परा करते हैं। इस आकृति में, सिरों के अतिरिक्त रेखाखण्डों 
के कुछ भाग ही खीचते हैं और फिर उन्हें सीधा नीचे 0 और [00 से मिला देते हैं। परन्त ऐसी स्थिति में हम उपरोक्त 
प्रकार के भेद पर कोई बल नहीं देते। 


सांख्यिकी 5 


बारंबारता बहुभुज को, स्वतन्त्र रूप से भी प्राप्त कर सकते हैं। इसके लिए, वर्ग अन्तरालों के मध्य 
बिन्दुओं को »- अक्ष पर, और बारंबारता को )- अक्ष पर निरूपित कर, बिन्दुओं को आलेखित करते हैं 
और फिर आलेखित किये हुए बिन्दुओं को रेखाखण्डों द्वारा मिला देते है' 


उदाहरण 8.3 : निम्नलिखित आँकड़ों के लिए, एक आयत चित्र बनाइए और एक बारंबारता बहुभज 


बनाइए। 
5] विद्यार्थियों द्वारा प्राप्त अंकों का बारंबारता बंटन 
अंक विद्यार्थियों की संख्या 
0-0 5 
0-20 ]0 
20-30 4 
30-40 6 
40-50 7 
50-60 3 
60-70 2 
70-80 2 
80-90) ३ 
90-00 9 
कल जोड़ 5 
हल : आकृति 8.3 ()) और आकृति 8.3 (7) में एक आयत चित्र और एक बारंबारता 


बहुभुज (बिन्दुकित रेखा से), एक ही पैमाने पर दिखाये गए हैं। किन्तु हम आकृति 
8.3 (0) की विधि को प्रयोग करेंगे। [देखिए पृष्ठ 392, (तारांकित)] 


यदि आयत चित्र और बारंबारता बहुभुज दोनों ही खींचने हों, तो यही उपयुक्त होगा कि पहले आयत 
चित्र बनाया जाए और फिर आयत-चित्र के आयतों की ऊपरी भुजाओं के मध्य बिन्दुओं को मिलाकर 
बारंबारता बहुभुज प्राप्त किया जाए। परन्तु यदि केवल बारंबारता बहुभुज ही बनाना हो तो पहले 
वर्ग-अंतराल के मध्य-बिन्दुओं को »- अक्ष पर, और बारंबारता को »- अक्ष पर निरूपित किया जाए, और 
फिर प्रत्येक वर्ग मध्य बिन्दु और संगत बारंबारता द्वारा निश्चित बिन्दु को आलेखित किया जाए और 
अस्त में उनको इस प्रकार जोड़ा जाए जैसे ऊपर स्पष्ट किया गया है। 


; - गणित्त 
॥ (५१६ 






छे ७४ +> (ए ४७% 


फ्- 


_् ७ ७ $#% छा ७०५ 4 ४७ ७छ ठ 


अंक ...क्‍तह00+ (0 


आकृति 8.3 [0) और (॥)] : 5। विद्यार्थियों द्वारा प्राप्त अंकों का आयत-चित्र तथा बारंबारता बहुभुज 


8,6 संचयी बारंबारता वक्र या तोरण 


जिस प्रकार एक बारंबारता बहुभुज, बारंबारता बंटन का आलेख होता है ठीक उसी प्रकार संचयी 
बारबारता बक्र' (0फ्रापांबाए6 ॥८एए०८४५ ०एप्रए०) या तोरण (०१४९) संचयी बारंबारता बंटन का 


'सांख्यिकी बह 


आलेख होता है। ' ह । ४। 
संचयी बारंबारता वक़् खींचने के लिए वर्गों की उपरि सीमाओं को भुज (8050559८) और उनके 

संगत संचयी बारंबारता को कोटि (०७078/८४) मान कर बिन्दुओं को आलेखित करते हैं। फिर इन॑ बिंदओं 

को मिलाते हुए हम एक मुक्त हस्त निष्कोण वक्र (06 0७0 87000॥ ०॥९९) खींचते हैं। यही अभीष्ट 

संचयी बारंबारता बक्र या तोरण हैं। यह एक नीचे से ऊपर की ओर बढ़ता हआ वक्र होता हैं। 
आइए हम निम्नलिखित आँकड़ों पर विचार करें और उनका तोरण खींचें। 


00 विद्यार्थियों द्वारा प्राप्त अंकों का बारंबारता बंटन 


834 बत..3+..२००%-+--००००नननननी ने >िनगगएगए। 2 स्‍नन नमन निना--१कल-न«क ८3 भन-कजक हि जनकनिनन-कझ+--++-+०- कक 2 








अंक विद्यार्थियों की संख्या 

0-0 पृ ; 
0-20 ..._]0 
20-30 23 
30-40 5] 
40-50 6 
50-60 3 ः 
कल जोड़ 800 





हम पहिले एक सारणी बनाएं जो संचयी बारंबारता बंटन को प्रदर्शित करें। 


00 विद्यार्थियों द्वारा प्राप्त अंकों का संचयी बारंबारता सारणी 





अंक से कम' संचयी आवृति 
0 जज 
20 7 (0 + 7) 
30 . 40 (23 + 7) 
40 9] (5] + 40) 
50 97 (6 + 9]) 


60 00 (3 + 97) 


वर्गों की उपरि सीमाएं हैं : ] 0, 20, 30, 40, 50, 60 
वर्गों की उपरि सीमाओं को ४- अक्ष पर निरूपित करते हैं। 
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संचयी बारंबारता को »- अक्ष पर निरूपित करते हैं। "० (५ । 

वर्ग उपरि सीमा को »-निर्देशांक मानकर, और संगत संचयी बारंबारता को »-निर्देशांक मानकर, 
बिन्दुओं का आलेखन करते हैं। 

इस प्रकार आलेखित किये गए बिन्दुओं की मुक्त हस्त से खींचे गए वक़ द्वारा जोड़ते हैं जिससे 
संचयी बारंबारता वक़ (या तोरण) प्राप्त होता है। 





आकृति 8,4 : 00 विद्यार्थियों द्वारा प्राप्त अकों का तोरण 


टिप्पणी : सचयी बारंबारता वक़ या तोरंण खींचते समय हम यह कल्पना कर लेते हैं कि सबसे पहले वर्ग 
अन्तराल से पहले भी एक वर्ग अन्तराल है जिसकी बारंबारता शून्य है। 


प्रश्नावली 8.2 


: |. निम्न सारणी में एक नगर की (0-34) आयु वर्ग की साक्षर स्त्रियों की संख्या दी गई है: 


सांख्यिकी 





| +आयुवर्ग.. शी 7. 57: -सि्नयोंप्की संख्याणाक, 
३ मकर कम '“ “(निकटतमः दस): 
5-9 ह | ' | 980 े 
20-24 800 का 
25-29 580 
30-34 290 
कूल जोड़ 2950 


ऊपर दिए गए आँकड़ों को प्रदर्शित करने के लिए, एक आयतचित्र बनाइए। 
2. 00 व्यक्तियों की लंबाइयों (सेमी में) का बंटन इस प्रकार है: 


वर्ग अतराल (सेमी) , बारंबारता 
]45-55 े 3 
55-65, 35 
65-75 25 
75-85 . 85 
85-95 20 
95-205 2 
कल जोड़ 00 


इस बारंबारता बंटन को आयत-चित्र द्वारा प्रदर्शित कीजिए । 


. 3. एक प्रश्न को हल करने में 25 विद्यार्थियों द्वारा लिया गया समय (सेकण्डों में) इस प्रकार 
हैः 
6, 20, 26, 27, 28, 30, 33, 37, 38, 40, 42, 43, 46, 46, 46, 48, 49, 50, 53, 58, 
9, 60, 64, 52, 20 
(क) 0 सेकण्ड की वर्ग माप लेकर, इन आँकड़ों के लिए बारंबारता बंटन सारणी 
बनाइए 
(ख) इस बारंबारता बंटन को प्रदर्शित करने के लिए एक आयत चित्र बनाइए। 


च् 
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4. 50 व्यक्तियों के भार (किग्रा में) का बंटन इस प्रकार हैः 


भार (किग्रा में) ' व्यक्तियों की संख्या 
हि «.. 50-55 82 
55-60 8 
60-65 5 
65-70 4 
70-75 5 
75-80 7 
80-85 6 
85-90 3 
कल जोड़ 50 


ऊपर दिये गए आँकड़ों के लिए एक आयत-चित्र बनाइए। 


5. नीचेदिए आँकड़े एक नगर के, दो साल के मासिक निर्वाह व्यय सूचकांक दिखाते हैं। 
इनके लिए एक आयत-चित्र और साथ में एक बारंबारता बहुभूज बनाइए। 


निर्वाह व्यय सूचकांक महीनों की संख्या 
440-460 2 
460-480 4 
480-500 3 
500-520 5 
520-540 3 
540-560 2 
560-580 ] 
580-600, 4 





कल जोड़ 24 





सांख्यिकी 
कक 


. 6. एक नगर के, श्रमिकों के घर के व्यय (रुपयों में) का बंटन नीचे दिया गया हैः 





व्यय बारंबारता . 
(रुपयों में) ४ 
00-50 25 
50-200 40 
200-250 33 
250-300 28 
300-350 | 30 
3$0-400 22 
400-450 6 
450-500 8 
कल जोड़ 202 


ऊपर दिये आँकड़ों के लिए, एक आयत-चित्र और एक बारंबारता.बहुभुज बनाइए। 


7. पाठ योग्यता की एक परीक्षा में, कक्षा [५ के विद्यार्थियों के दो समहों द्वारा प्राप्त अंकों का 
बंटन नीचे दिया गया हैः 





वर्ग अंतराल. समूह & समूह 8 
50-52 4 
47-49 0 3 
44-46 5 4 
4-43 8 8 
38-40 20 ]2 
35-37 2, आर 
32-34 83 22 
कल जोड़ ह 92 68 





एक ही निर्देशांक अक्षों पर, प्रत्येक समूह के लिए, एक बारंबारता बहुभुज बनाइए। 


400 गणित 


8. एक सकल की कक्षा ए के 60 विद्यार्थियों की बुद्धि लब्धियाँ (0/श08०006 4700०॥0) 
नीचे की सारणी में दी गई हैं। 








बुद्धि लब्धियां बारंबारता 
25.5-32.5 ] 
8.5-25.5 3 
.5-8,5 4 
04.5-].5 6 
97.5-04.5 0 
90.5- 97.5 2 
83.5- 90.5 85 
76.5- 83.5 5 
69.5- 76.5 3 
62.5- 69.5 ] 
कल जोड़ 60 


ऊपर के आँकड़ों के लिए एक बारंबारता बहुभूज बनाइए। 


9, एक मैडिकल प्रवेश परीक्षा में, 230 परीक्षार्थियों द्वारा प्राप्त अंकों का बारंबारता बंटन, 
नीचे दिया गया हैः 


अंतराल (अंक) ; बारंबारता 
400-450 20 
450-500 35 
500-550 40 
550-600 32 
600-650 24 
650-700 27 
700-750 8 
750-800 34 
कल जोड़ 230 


ऊपर के आँकड़ों को प्रदर्शित करने के लिए, एक संचयी बारंबारता वक्र (तोरण) बनाइए। 


ड़ 
ज 
| 


कब क्मपब किब्णढ 


| 


कुम्मनक 


उत्तरमाला 


प्रश्नावली 8.] 


, बिन्दु 4, 8, 6 तथा 7 सरेख हैं। 


प्रश्नावली 8.2 


,6 2. एक 3. 48 42 #2 4. 0) 584 (#) [4] 5. 28९ 
. 0) 68% (0 277 हा) 45% (7) 5" 7. 52९ 8, 20" 0, 057 


प्रश्वावली 9.! 


, 0) 05९ )70९ 2, 30? 3, 4८ 30% 8८ 50९ 5. 90० 


प्रश्नावली 9.2 


, 6) 457 6) 257 2. 5"९ 3. ८5 40% 45८ 50% ९८ 90%, /- 40" 


प्रश्नावली 9.3 


« ८] 5 ८3 ८ ८5 5 ८7 5 ]08% 


८2 >; ८4 5 ८6 कु ८8 5८ 727 


प्रश्नावली 9.4 


. 257 2. 40९, 60", 80९ 
, () नहीं (॥) नहीं (॥) हां (0) नहीं (४) नहीं (ए) हां. 4. 50%, 30९, 00? 


प्रश्शावली 95. ४ 


« 70", 80? 2. 357, 65९, 80? 
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प्रश्नावली 9.6 
207 2. 36९, 727, 408?, 44? 3, ]20९? 4 3 


० 


(क) 8 (ख) 8 (ग) 72 (घ) 20 
प्रश्नावली ].3 
5. (ख), (ग) तथा (घ); (ग); (घ) 
प्रश्नावली 2. 


पड 


: एक बिन्दु 6. कोई बिन्द्पथ नहीं है। 


प्रश्नावली 2.2. 


हां 2. कोण 84८ के समद्विभाजक तथा रेखा /(2 का प्रतिच्छेद बिन्दु 
“894८ का समद्विभाजक 


जे पे 


प्रश्नावली 2.3 


(क)9 खी)8 (ग)2.5 
“284८ के समद्विभाजक तथा रेखा 9८ का प्रतिच्छेद बिन्दु 


अल 


प्रश्नावली 3. 
8.25 सेमी 


है 


प्रश्नावली 3.4 


रेखा, 48 के समांतर तथा .48 से ---- की दरी पर 


3 


प्रश्नावली 4.3 


उत्तरमाला * 483 


प्रश्नावली 5.] 


4. (क) त्रिभुज, हां. (ख) आयत, हां. (ग) समांतरचतुर्भुज, नहीं 
2. (क) हां, तीन (ख) हां, एक. (ग) नहीं 

3. (क) हां, दो (ख) हां, एक (ग) हां, चार 

: 4 (क) हां, एक (ख) हां, एक. (ग) हां, तीन 

5. (क) चार अपरिमित (ग) एक 

6. (क) तीन (ख)छः: (ग) नहीं 

7. 4 8 0 09% 8.7 0) 

(4, मम, 0757) 


2 


63% 7, ४ £ 2, # & 2] 
००2) 


७५०७० ८ 


प्रश्नावली 5.3 
: ॥5. (क) असत्य (ख) सत्य (ग) सत्य (घ) सत्य (ड) असत्य (च) असत्य (छ) सत्य 
(ज) असत्य (झ) सत्य (ञज) असत्य 


प्रश्नावली 6.] 
्‌ ॥। ( ) 2 2 ]2 
कक 7 पक 5 


5 5 5 ,.2] 2 2 
(ग) न प्र उ500) ऊ ' उठ 


प्रश्नावली [.6.2 
__ 5 ५३ हि 
, ०08 4 -+ शा * 8.4 कर मर 


3 3 
, 2. था # +८ हज ) शाफकी नर न 
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3. झं। 0 ++ स्् 80 0 न 296 


4. ॥ (7 न्‍< न ०७८ जक 
« जी बा > ५22. 22 

_ 2५22 की 
5, ०८08 8 +२ गा 8 8 27/26 





लक >> 2 
6. आं। ॥/ २ प ? 005 5 


प्रश्नावली 6.3 
« शी 4 कई जहा 4 कर ज् * ध 4 नई प्र | 


फिककन्‍. 





न कक 
4. सर 6. स््ढ 8. 2 
प्रश्नावली 6.4 
4. (क) कफ (ग)2+ न 
(घ) 3८2 (४३-०7) (४)2(2+ ४ 
प्रश्नावली 6.5 


_, []53 भी 2. 2.59 मी 3. [4.] भी 4. 50 मी 5. 57.67 भी, 86.5 मी, 
28.83 मी 6. 3460 किमी 7. 30मी 8. 25.95मी 9. 36.5 मी 
80, 6.55 मी ॥. 236.5मी 2. 38.93 मी 


उत्तरमाला 
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प्रश्नावली 8.] 
6. (क) (ब) 
तापमान बारम्बारता सापेक्ष आरद्द्रता बारम्बारता 
(डिग्री सेल्सियस में) (प्रीतिशत में) 
28--29 50--60' हे 
29-30 0 60-70 4 
30-3 9 70--.80 ५ 
3--32 3 80-90 हा 
32--33 हे 90--00 | 
33--34 4 
34--35 4 कुल जोड़ 3] 
35-36 3 
36-37 6 
37--38 4 
कल जोड़ 3 
9, बिजली के बिल बारम्बारता संचयी बारम्बारता 

(रुपयों में) 

4--8 2 5 

9-..3 2 4 

4--8 4 8 

9-..23 2 ]0 

24-28 6 ]6 

29-33 2 8 

34---38 ]9 

39---43 ] 20 

44-48 3 23 
५ 49-53 24 

54-58. ] 25 

कल जोड़ 25 


५ 5 5 8 पिन मय लप्लनण उ्टटपट 
0. 6) 6 (03॥,35 (0) 48 0) 3 2. 5. 
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